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Motivic Euler product and rational curves on toric
varieties
David Bourqui
Abstract
We study the asymptotical behaviour of the moduli space of morphisms of given
anticanonical degree from a rational curve to a split toric variety, when the degree goes
to infinity. We obtain in this case a geometric analogue of Manin’s conjecture about
rational points of bounded height on varieties defined over a global field. The study is
led through a generating series whose coefficients lie in a Grothendieck ring of motives,
the motivic height zeta function. In order to establish convergence properties of this
function, we use a notion of eulerian motivic product. It relies on a construction of Denef
and Loeser which associates a virtual motive to a first order logic ring formula.
Nous e´tudions le comportement asymptotique de l’espace des modules des mor-
phismes de degre´ anticanonique donne´ d’une courbe rationelle vers une varie´te´ torique
de´ploye´e, lorsque ce degre´ tend vers l’infini. Nous obtenons dans ce cas un analogue
ge´ome´trique de la conjecture de Manin sur le nombre de points de hauteur borne´e des
varie´te´s de´finies sur un corps global. L’e´tude se fait via une se´rie ge´ne´ratrice a` coefficients
dans un anneau de Grothendieck de motifs, la fonction zeˆta des hauteurs motivique.
Afin d’e´tablir des proprie´te´s de convergence de cette fonction, nous utilisons une notion
de produit eule´rien motivique, laquelle repose sur la construction de Denef et Loeser
permettant d’associer un motif virtuel a` une formule logique du premier ordre dans le
langage des anneaux.
1. Introduction
Soit k un corps, C une courbe projective, lisse et ge´ome´triquement inte`gre de´finie sur k, et V une
varie´te´ projective et lisse de´finie sur k. On fixe un faisceau L sur V dont la classe dans le groupe
de Ne´ron-Severi est situe´e a` l’inte´rieur du coˆne effectif.
Si le corps k est fini, un proble`me naturel est d’e´tudier le comportement asymptotique du
nombre de morphismes de C vers V de L-degre´ donne´ quand ce degre´ tend vers l’infini. Ce proble`me
est l’analogue ge´ome´trique du proble`me arithme´tique du comptage asymptotique du nombre de
points de hauteur borne´e sur une varie´te´ de´finie sur un corps de nombres. Concernant ces deux
proble`mes, une se´rie de questions a e´te´ souleve´e par Manin et ses collaborateurs vers la fin des
anne´es 1980, lesquelles ont depuis e´te´ e´tudie´es pour de larges classes de varie´te´s, notamment dans
le cas arithme´tique. Le lecteur pourra se reporter a` [Pey02] et [Pey03b] pour plus de pre´cisions et
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un e´tat des lieux sur la question en 2001, ainsi qu’a` [Bro07] pour une description de progre`s plus
re´cents dans le cas des surfaces.
Si le corps k est quelconque, on peut plus ge´ne´ralement s’inte´resser au comportement asympto-
tique de la varie´te´ parame´trant les morphismes de C vers V de L-degre´ donne´ quand ce degre´ tend
vers l’infini. On peut par exemple essayer d’estimer le comportement asymptotique de la dimension
et du nombre de composantes ge´ome´triques irre´ductibles de ces espaces de modules. Une autre
fac¸on de concevoir le proble`me est d’e´tudier une se´rie ge´ne´ratrice associe´e qui est a` coefficients dans
l’anneau de Grothendieck des varie´te´s (ou des motifs) sur k, et qui, lorsque le corps de base est fini,
se spe´cialise sur la fonction zeˆta des hauteurs classiques. Nous renvoyons a` la sous-section 4.3 pour
une formulation plus pre´cise des questions qu’il semble le´gitime de se poser dans ce cas de figure.
Signalons que nombre de ces questions sont duˆes a` Peyre.
Dans ce texte, nous e´tudions ces questions pour les varie´te´s toriques de´ploye´es. Les principaux
re´sultats obtenus sont rassemble´s dans l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me 1.1. Soit k un corps et V une varie´te´ torique de´ploye´e sur k, suppose´e projective et
lisse. Soit U son orbite ouverte. Pour tout entier d > 1, on note U0,d la varie´te´ quasi-projective
parame´trant les k-morphisme P1k → V dont l’image rencontre U et de degre´ anticanonique d.
i) Soit m > 1 un entier. On suppose que V est la m-e`me surface de Hirzebruch. Alors la se´rie
(1 + LT ) (1 + LT + L2 T 2 + · · ·+ Lm+1T m+1) (1 − LT )2
(∑
d>1
[U0,d] T
d
)
est un polynoˆme a` coefficients dans l’anneau de Grothendieck des k-varie´te´s, dont la valeur en
L−1 est L 2 (1− L−2)2.
ii) On suppose le corps k de caracte´ristique ze´ro. La se´rie
(1− LT )rg(Pic(V ))
(∑
d>1
χ(
[
UL0,d
]
)T d
)
(a` coefficients dans l’anneau des motifs virtuels) converge en T = L−1 vers
α∗(V )L dim(V )
(
1
1− L−1
) rg(Pic(V ))
exp
∑
n>1
Ψχn(P
1) log
(
(1− L−n)rg(Pic(V ))
Φχn(V )
L−n dim(V )
)
(1.1)
Pre´cisons les notation utilise´es (cf. la sous-section 2.1.1). On de´signe par [X] la classe d’une k-
varie´te´ X dans l’anneau de Grothendieck des varie´te´s et, si k est de caracte´ristique ze´ro, par χ([X])
son image dans l’anneau de Grothendieck des motifs de Chow. Le symbole L de´signe indiffe´remment[
A1
]
ou χ(
[
A1
]
). La convergence s’entend au sens de la topologie de´finie par la filtration dimen-
sionnelle, employe´e initialement dans la the´orie de l’inte´gration motivique. Les familles de motifs
virtuels (Ψχn(P1))n>1 et (Φ
χ
n(V ))n>1 sont de´finies a` la sous-section 2.3 ; on peut les voir comme des
incarnations motiviques des notions de nombre de points ferme´s de degre´ n et de nombre de points
rationnel a` valeurs dans une extension de degre´ n d’une varie´te´ sur un corps fini. De cette fac¸on
(1.1) peut s’interpre´ter comme un analogue motivique de la constante de Peyre intervenant (au
moins conjecturalement) dans l’expression asymptotique du nombre de points de hauteur borne´e
sur les varie´te´s de Fano. L’invariant α∗(V ) apparaissant dans (1.1) est de´fini a` la sous-section 4.3.
Signalons que Peyre a de´montre´ un re´sultat similaire au the´ore`me 1.1 lorsque V est une varie´te´
de drapeaux, la courbe C e´tant de genre quelconque (cf. [Pey04]).
Les ingre´dients de la de´monstration du the´ore`me 1.1 sont des versions motiviques de ceux que
nous avons utilise´s dans [Bou03a] pour calculer la fonction zeˆta des hauteurs d’une varie´te´ torique
de´ploye´e de´finie sur un corps global de caracte´ristique non nulle. Ce sont :
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i) le lemme 5.16, qui explicite la varie´te´ parame´trant les morphismes d’une courbe rationnelle
vers une varie´te´ torique de´ploye´e a` l’aide de la description de Cox du foncteur des points d’une
telle varie´te´ (cf. [Cox95a]). Ce lemme est une version ge´ome´trique du lemme 2 de [Bou03a],
lui-meˆme inspire´ de la me´thode utilise´e par Salberger sur les corps de nombres dans [Sal98].
Dans tout ceci, l’utilisation du torseur universel au-dessus d’une varie´te´ torique de´ploye´e joue
un roˆle essentiel.
ii) une formule d’inversion de Mo¨bius motivique, version motivique de la formule d’inversion uti-
lise´e dans [Bou03a], elle-meˆme adapte´e des formules d’inversion utilise´es par Peyre et Salberger
dans le cadre de la version arithme´tique des conjecture de Manin.
iii) une notion de « produit eule´rien motivique » qui nous permet de de´montrer des proprie´te´s de
convergence de la se´rie ge´ne´ratrice associe´e a` la formule d’inversion en question, et de donner
une interpre´tation du terme principal de la fonction zeˆta similaire a` l’interpre´tation en termes
de nombre de Tamagawa dans le cas classique. Nous faisons ici usage de la construction de
Denef et Loeser permettant d’associer canoniquement un motif virtuel a` une formule logique
du premier ordre.
Nous de´crivons a` pre´sent l’organisation de l’article.
Dans la section 2, apre`s quelques rappels, nous pre´sentons la notion de produit eulerien motivique
et de´montrons notamment que la fonction zeˆta de Hasse-Weil motivique s’e´crit sous forme d’un
produit eule´rien motivique.
Dans la section 3, nous introduisons des fonctions d’inversions de Mo¨bius motiviques et montrons
que les se´ries ge´ne´ratrices associe´es s’e´crivent sous forme d’un produit eule´rien motivique, ce qui
permet d’en de´gager des proprie´te´s de convergence.
Dans la section 4, nous de´finissons la fonction zeˆta des hauteurs motivique et pre´cisons quelques
questions permettant d’esquisser une version motivique des conjectures de Manin.
Enfin, dans la section 5, nous de´crivons la varie´te´ des morphismes de degre´ donne´ de P1 vers une
varie´te´ torique de´ploye´e. Utilisant une fonction de Mo¨bius ade´quate et les re´sultats de la section 3,
nous en de´duisons la de´monstration du the´ore`me 1.1. Ceci montre que certaines des questions de la
section 4 ont une re´ponse positive dans le cas d’une varie´te´ torique de´ploye´e.
Remerciements
Je remercie Emmanuel Peyre et Antoine Chambert-Loir pour d’utiles discussions. Je remercie
Franc¸ois Loeser de m’avoir indique´ la re´fe´rence [GZLMH04].
2. Fonction zeˆta de Hasse-Weil et produit eule´rien motivique
2.1 Quelques rappels et de´finitions
2.1.1 Anneaux de Grothendieck de varie´te´s et de motifs Soit k un corps. On note Mk l’anneau
de Grothendieck de la cate´gorie des varie´te´s de´finies sur k (cf. [And04, §13.1.1]). Si X est une telle
varie´te´, on note [X] sa classe dans Mk. On note L =
[
A1k
]
la classe de la droite affine et Mk,loc =
Mk
[
L−1
]
. Si le corps k est fini de cardinal q, l’application qui a` un k-sche´ma X de type fini associe
le nombre de points k-rationnels de X induit un morphisme d’anneau #k : Mk,loc → Z
[
q−1
]
. On
munit Mk,loc de la filtration dimensionnelle introduite par Kontsevitch dans le cadre de la the´orie
de l’inte´gration motivique : pour m ∈ Z, FmMk,loc de´signe le sous-groupe de Mk engendre´ par les
e´le´ments de la forme L−i[V ], ou` V est une k-varie´te´ et i et V ve´rifient i− dim(V ) > m. On de´finit
le comple´te´ associe´
M̂k
de´f
= lim
←−
Mk,loc/F
mMk,loc.
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On note Mk,Q = Mk ⊗ Q, Mk,loc,Q = Mk,loc ⊗ Q, F
mMk,loc,Q = F
mMk,loc ⊗ Q et M̂k,Q =
lim
←−
Mk,loc,Q/F
mMk,loc,Q.
Soit K0(CHMotk) l’anneau de Grothendieck de la cate´gorie motifs de Chow a` coefficients ration-
nels de´finis sur k (cf. [And04, Chapitre 4 et 13.2.1]). Si M est un motif, on note [M ] sa classe dans
K0(CHMotk). Si k est de caracte´ristique ze´ro, il existe un unique morphisme χ : Mk → K0(Motk)
tel que la classe [X] d’une varie´te´ X projective et lisse sur k s’envoie sur la classe du motif de Chow
de X (cf. [GS96, Theorem 4] ainsi que [GNA02] et [Bit04]). Nous de´signerons par Mχk l’image de
Mk par ce morphisme. On notera L en lieu et place de χ(L). On note M
χ
k,loc = M
χ
k [L
−1], F •χ la
filtration image de F • par χ et M̂χk = lim←−
Mχk,loc/F
m
χ M
χ
k,loc. On de´finit de manie`re analogueM
χ
k,Q,
Mχk,loc,Q, F
mMχk,loc,Q et M̂
χ
k,Q .
Soit X une k-varie´te´ quasi-projective. Pour tout n > 1, on note X<n> la puissance syme´trique
n-e`me de X. Suivant Kapranov (cf. [Kap00]), on de´finit
ZmotX (T )
de´f
=
∑
n>0
[
X<n>
]
T n ∈Mk[[T ]].
Si k est fini, #k(Z
mot
X ) est la fonction zeˆta de Hasse-Weil classique de X. Pour un corps de base
quelconque, ZmotX (T ) est baptise´e fonction zeˆta de Hasse-Weil motivique. Par exemple, si X = P
1,
on a pour tout n > 0
(
P1
)<n> ∼
→ Pn d’ou` ZmotP1 (T ) =
1
(1−T )(1−L T ) . En genre supe´rieur, on a le
re´sultat suivant duˆ a` Kapranov (cf. [Kap00, Theorem 1.1.9] et [LL04, Theorem 3.7])
The´ore`me 2.1. Soit C une k-courbe projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, de genre g, et telle
que Pic1(C)(k) soit non vide. Il existe alors un polynoˆme PC a` coefficients dans Mk de degre´ 2 g tel
que
(1− T )(1− LT )ZmotC (T ) = PC(T ). (2.1)
2.1.2 Motif virtuel associe´ a` une formule Concernant les rappels qui suivent, on renvoie a`
[DL01], [DL02] et [Nic07] pour plus de de´tails. Dans ce texte, on appelle formule a` coefficients dans
k (voire formule si le corps k est clairement indique´ par le contexte) une formule du premier ordre
dans le langage des anneaux a` coefficients dans k. Pour toute formule ϕ a` coefficients dans k en n
variables libres et toute extension K de k on notera ϕ(K) le sous-ensemble de Kn constitue´ des
e´le´ments de Kn satisfaisant ϕ. Si X est une varie´te´ quasi-affine de´finie sur k, on appellera formule
sur X toute formule a` coefficients dans k en n variables libres de la forme ϕ ∧ ϕX ou` ϕ est une
formule en n variables libres et ϕX une formule de´finissant les e´quations d’un plongement de X
dans l’espace affine An.
Un corps pseudo-fini est un corps parfait, pseudo-alge´briquement clos et admettant dans une
cloˆture alge´brique fixe´e une unique extension de degre´ n pour tout n > 1.
Soit d > 1 et ϕ, ψ des formules a` coefficients dans k en les variables libres (x1, . . . , xm) et
(y1, . . . , yn) respectivement. On dit que ϕ est un d-reveˆtement de ψ s’il existe une formule θ en
les variables libres (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) telle que pour tout corps pseudo-fini K contenant k,
l’ensemble θ(K) ⊂ Kn × Km est le graphe d’une application d pour 1 de ϕ(K) sur ψ(K). Deux
formules sont dites logiquement e´quivalentes si l’une est un 1-reveˆtement de l’autre.
On note K0(PFFk) l’anneau de Grothendieck de la the´orie des corps pseudo-finis sur k. Son
groupe sous-jacent est engendre´ par les symboles [ϕ], ou` ϕ est une formule a` coefficients dans
k. Ces ge´ne´rateurs satisfont les relations [ϕ] = [ψ] si ϕ et ψ sont logiquement e´quivalentes et
[ϕ ∨ ψ] + [ϕ ∧ ψ] = [ϕ] + [ψ] si ϕ et ψ ont les meˆmes variables libres. Le produit est de´fini par
[ϕ] [ψ]
de´f
= [ϕ ∨ ψ] pour toutes formules ϕ et ψ ayant des ensembles de variables libres disjoints.
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The´ore`me 2.2. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Il existe un unique morphisme d’anneaux
χ
form
: K0(PFFk) −→M
χ
k,Q (2.2)
qui envoie la classe d’une formule qui est une conjonction d’e´quations polynoˆmiales sur la classe de
la varie´te´ affine de´finie par ces e´quations et qui satisfait pour toutes formules ϕ et ψ telles que ϕ
est un d-reveˆtement de ψ la relation
χ
form
([ϕ]) = dχ
form
([ψ]) . (2.3)
Remarque 2.3. Soient X et Y des varie´te´s affines normales irre´ductibles et X → Y un reveˆtement
galoisien e´tale de groupe G. Pour tout sous-groupe cyclique C on note ϕX,Y,C une formule sur Y
telle que, pour tout corps pseudo-finiK contenant k, ϕX,Y,C(K) s’identifie a` l’ensemble des e´le´ments
de Y (K) qui se rele`vent a` un e´le´ment de (X/C)(K) mais pas a` un e´le´ment de (X/D)(K) pour tout
sous-groupe strict D de C, en d’autre termes qui admettent C comme groupe de de´composition
dans le reveˆtement X → Y . Une telle formule est appele´e formule galoisienne. La relation (2.3)
entraˆıne alors la relation
χ
form
([ϕX,Y,C ]) =
|C|
|NG(C)|
χ
form
([
ϕX,X/C,C
])
. (2.4)
Denef et Loeser ont de´montre´ l’existence et l’unicite´ d’un morphisme χ
form
ve´rifiant la relation
(2.4) pour toute formule galoisienne (cf. [DL02, Theorem 2.1]). Le fait qu’un tel morphisme ve´rifie
en outre la condition (2.3) est e´nonce´ sans preuve dans [Hal05]. Cette proprie´te´ est de´montre´e
(et e´tendue a` un cadre relatif) par Nicaise dans [Nic07] (cf. notamment le lemme 8.5). Pour une
de´monstration e´le´mentaire du fait que la relation (2.4) entraˆıne la relation (2.3), on peut consulter
[Bou08b].
2.2 Produit eule´rien motivique : premie`re approche
On cherche un analogue motivique de la de´composition de la fonction zeˆta de Hasse-Weil clas-
sique en produit eule´rien. Soit k un corps. On de´finit pour toute k-varie´te´ quasi-projective X une
famille (Φn(X))n>1 d’e´le´ments de Mk par la relation∑
n>1
Φn(X)T
n = T
d
dT
logZmotX (T ) (2.5)
et une famille (Ψn(X))n>1 d’e´le´ments de Mk,Q par les relations
∀n > 1, Φn(X) =
∑
d|n
dΨd(X). (2.6)
Lemme 2.4. Soit k un corps et X une k-varie´te´ quasi-projective.
i) On suppose k fini. Pout tout n > 1, #kΦn(X) (respectivement #kΨn(X)) est le nombre de
points de X a` valeurs dans une extension de degre´ n de k (respectivement le nombre de points
ferme´s de degre´ n de X).
ii) On a Φ1(X) = Ψ1(X) = [X].
iii) Pour tout n > 1, on a la relation
Φn(X) =
n∑
k=1
(−1)k+1
n
k
∑
(m1,...,mk)∈(N>0)
k
m1+···+mk=n
k∏
i=1
[
X<mi>
]
. (2.7)
iv) Pour tout n > 1, Φn(X) et Ψn(X) appartiennent a` F
−n dim(X)Mk,loc,Q.
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v) Pour tout d > 1 et tout n > 1, on a Φn(A
d) = Ln d.
vi) On a la relation
ZmotX (T ) = exp
∑
n>1
Ψn(X) log
(
1
1− T n
) . (2.8)
De´monstration. Le fait que #kZ
mot
X co¨ıncide avec la fonction zeˆta de Hasse-Weil classique et les
proprie´te´s standards d’icelle montrent le point i. Le point ii de´coule imme´diatement des de´finitions
et le point iii d’un calcul e´le´mentaire. Le point iv se de´duit du point iii et des relations (2.6). Le
point v de´coule du fait qu’on a pour tout n > 1 la relation
[(
Ad
)<n>]
= Lnd (cf. [Go¨t01, Lemma
4.4]). Le point vi de´coule des de´finitions par un calcul standard.
La relation (2.8) peut eˆtre vue comme une de´composition en « produit eule´rien motivique ». On
peut ge´ne´raliser ainsi cette notion : si P est un e´le´ment de Mk,Q[[T ]] ve´rifiant P (0) = 1 on de´finit
le produit eule´rien motivique associe´ comme e´tant
ΠmotX,P (T )
de´f
= exp
∑
n>1
Ψn(X) log(P (T
n))
 ∈Mk,Q[[T ]].
2.3 Produit eule´rien motivique : seconde approche
L’approche de la section pre´ce´dente nous semble limite´e de`s qu’il s’agit de montrer que d’autres
se´ries que la fonction zeˆta de Hasse-Weil motivique (telles que celles e´tudie´es a` la section 3) s’e´crivent
sous forme d’un produit eule´rien motivique. Si k est de caracte´ristique ze´ro, on peut utiliser le
the´ore`me 2.2 pour donner une de´finition naturelle de la familles (Ψn(X)) en tant qu’e´le´ments de
Mχk,Q. Compte tenu de nos objectifs, cette de´finition s’ave`rera beaucoup plus maniable.
2.3.1 Construction
Notations 2.5. Soit k un corps. Soit n > 1 un entier. Pour toute k-varie´te´ quasi-projective X, on
note (Xn)0 l’ouvert de X
n constitue´ des n-uplets d’e´le´ments deux a` deux distincts, et (X<n>)0
l’ouvert de X<n> image de (Xn)0 par le morphisme naturel X
n → X<n>. Ce dernier morphisme
induit un reveˆtement galoisien e´tale (Xn)0 → (X
<n>)0 de groupe Sn.
Soit k un corps, X une k-varie´te´ affine et irre´ductible et n > 1. On note πn le Sn-reveˆtement
e´tale (Xn)0 → (X
<n>)0, σn un n-cycle de Sn et ψn(X) une formule sur X
<n> telle que, pour tout
corps pseudo-fini K contenant k, ψn(X)(K) est l’ensemble des e´le´ments de X
<n>(K) qui sont dans
(X<n>)0 (K) et admettent un groupe de de´composition dans (X
n)0 → (X
<n>)0 engendre´ par σn.
Ce dernier ensemble s’identifie naturellement a` l’ensemble des points ferme´s de degre´ n sur XK .
L’expression de la formule ψn(X) de´pend du choix du plongement de X dans un espace affine,
mais l’existence d’un k-isomorphisme entre deux tels plongements montre que ψn(X)
de´f
= [ψn(X)] ne
de´pend que de la classe d’isomorphisme de X.
Lemme 2.6. Soit U un ouvert affine de X et F = X \ U . On a, pour tout n > 1,
ψn(X) = ψn(F ) + ψn(U).
De´monstration. On note πU (respectivement πF ) le morphisme naturel U
<n> → X<n> (respecti-
vement F<n> → X<n>). La formule ψn(X) s’e´crit alors ψ
′
∨ψ
′′
, ou` ψ
′
(respectivement ψ
′′
) est une
formule dont l’interpre´tation dans un corps pseudo-fini K contenant k est l’ensemble des e´le´ments
de X<n>(K) qui satisfont ψn(X) et sont dans l’image de πU (respectivement πF ). De tels e´le´ments
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sont en bijection avec l’ensemble des e´le´ments de U<n>(K) satisfaisant ψn(U). Cette bijection est
donne´e par le k-morphisme de varie´te´s affines πU , et donc ψ
′
et ψn(U) sont logiquement e´quivalentes.
De meˆme ψ
′′
et ψn(F ) sont logiquement e´quivalentes, d’ou` le re´sultat.
Soit X une k-varie´te´ quelconque et X = ∪
i∈I
Xi un recouvrement ouvert affine. On pose
ψn(X) =
∑
∅6=J⊂I
ψn
(⋂
i∈J
Xi \
⋃
i/∈J
Xi
)
,
ce qui, d’apre`s le lemme 2.6, ne de´pend pas du recouvrement choisi. De ce meˆme lemme, on de´duit
aussitoˆt le re´sultat suivant.
Lemme 2.7. Soit X une k-varie´te´, U un ouvert de X et F = X \ U . On a pour tout n > 1
ψn(X) = ψn(U) + ψn(F ).
Corollaire 2.8. Soit n > 1. L’application qui a` X associe ψn(X) s’e´tend en un morphisme de
groupes
ψn : Mk −→ K0(PFFk).
En particulier, si A est un sous-ensemble constructible d’une k-varie´te´, ψn(A) est bien de´fini. Si
(Ai)i∈I est une famille finie de sous-ensembles constructibles d’une varie´te´ X sur k, on a
ψn
(
∪
i∈I
Ai
)
=
∑
∅ 6=J ⊂ I
ψn
(
∩
i∈J
Ai \ ∪
i/∈J
Ai
)
=
∑
∅ 6= J ⊂ I
(−1) 1+|J | ψn
(
∩
i∈J
Ai
)
.
Notation 2.9. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Pour toute k-varie´te´ X et tout n > 1, on pose
Ψχn(X) = χ(ψn(X))
et
Φχn(X) =
∑
d|n
d Ψχd (X).
On peut donc voir Φχn(X) comme l’image par χ de la classe d’une hypothe´tique formule dont
l’interpre´tation dans tout corps pseudo-fini K contenant k de´finirait l’ensemble des points de X a`
valeur dans l’unique extension de degre´ n de K. De la de´finition de Φχn(X) et de [DL01, proposition
3.6.1 et §3.3] on de´duit d’ailleurs aise´ment la proposition suivante.
Proposition 2.10. Soir k un corps de type fini sur Q. Soit R un anneau inte`gre et normal de type
fini sur Z, de corps des fractions k. Si x est un point ferme´ de Spec(R), on note Fx le corps re´siduel
en x et Frobx le frobenius en x. Pour toute k-varie´te´ X, il existe un e´le´ment non nul f de R tel que
pour tout points ferme´ x de Spec(Rf ) on ait
TrFrobx(Φ
χ
n(X)) = |XFx(Fx,n)| .
2.3.2 Proprie´te´s
Proposition 2.11. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X une k-varie´te´ et U un ouvert de
X. On a pour tout n > 1
Φχn(X) = Φ
χ
n(U) + Φ
χ
n(X \ U).
Si A est un sous-ensemble constructible de X, Φχn(A) est bien de´fini et si (Ai)i∈I est une famille
finie de sous-ensembles constructibles de X on a une formule similaire a` celle du corollaire 2.8.
De´monstration. Ceci de´coule de la de´finition de Φχn et des proprie´te´s analogues de Ψ
χ
n.
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Proposition 2.12. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit n > 1 un entier. Soit X et Y des
varie´te´s sur k. On a
Φχn(X × Y ) = Φ
χ
n(X)Φ
χ
n(Y ).
Supposons en outre qu’il existe un morphisme X → Y qui est une fibration localement Zariski
triviale de fibre Z. On a a alors
Φχn(X) = Φ
χ
n(Y )Φ
χ
n(Z).
L’application qui a` X associe Φχn(X) s’e´tend en un morphisme d’anneaux
Φχn(X) : Mk −→M
χ
k .
Cette proposition de´coule de la de´finition de Φχn et du lemme 2.14 ci-dessous.
Remarque 2.13. Evgeny Gorsky m’a signale´ que la proposition 2.12 de´coulait du fait (de´montre´
par [Hei07]) que la structure de λ-anneau de´finie sur l’anneau de Grothendieck des motifs par la
fonction zeˆta de Hasse-Weil motivique e´tait spe´ciale. La de´monstration propose´e ici est de nature
plus arithme´tique.
Lemme 2.14. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X et Y des varie´te´s sur k. Pour tout
n > 1, on a
Ψχn(X × Y ) =
∑
d|n, e|n
d∨e=n
d e
n
Ψχd (X)Ψ
χ
e (Y ).
De´monstration. Graˆce au lemme 2.7, en prenant des recouvrements ouverts affines et en stratifiant
on peut supposer X et Y affines, normales et irre´ductibles.
Dans toute la de´monstration, pour tout entier n, on identifie Sn au groupe des bijections de
Z/nZ, et on note σn le n-cycle i 7→ i+ 1.
Soit n > 1. Soit d et e des diviseurs de n tels que d∨ e = n. Nous utilisons les notations 2.5. Soit
Zd,e
de´f
= (Xd)0× (Y
e)0. L’action naturelles du groupe Sd×Se sur Zd,e induit un Sd×Se-reveˆtement
e´tale
Zd,e −→ (X
<d>)0 × (Y
<e>)0.
Les injections diagonales (Xd)0 → (X
d)
n
d et (Y e)0 → (Y
e)
n
e induisent un morphisme
πd,e : Zd,e −→ (X × Y )
<n>
0 .
On note Cd,e le sous-groupe cyclique d’ordre n de Sd ×Se engendre´ par (σd, σe). Les formules
ψd(X) ∧ ψe(Y ) et ϕZd,e,(X<d>)0×(Y <e>)0,Cd,e sont alors logiquement e´quivalentes.
Soit Gd,e le sous-groupe maximal de Sd × Se tel que le morphisme πd,e se factorise a` travers
Zd,e/Gd,e. On peut de´crire Gd,e de la manie`re suivante. On note fd (respectivement fe) le morphisme
naturel Z/nZ→ Z/dZ (respectivement Z/nZ→ Z/eZ). Alors un e´le´ment (σ1, σ2) de Sd ×Se est
dans Gd,e si et seulement s’il existe un e´le´ment σ de Sn ve´rifiant
∀i ∈ Z/nZ,
{
σ1fd(i) = fd(σ(i))
σ2fe(i) = fe(σ(i)).
En d’autres termes, si on identifie Z/nZ a` un sous-ensemble de Z/dZ×Z/eZ via fd×fe, Gd,e est le
sous-groupe de Sd ×Se constitue´ des e´le´ments qui stabilisent Z/nZ. En particulier Gd,e s’identifie
a` un sous-groupe de Sn, note´ S
d,e
n . Notons que Gd,e contient Cd,e (l’e´le´ment de S
d,e
n correspondant
a` (σd, σe) est σd).
Soit K un corps pseudo-fini contenant k, K une cloˆture alge´brique de K, τ un ge´ne´rateur
topologique du groupe de Galois absolu de K, et, pour tout entier d, Kd l’unique extension de degre´
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d de K dans K, et K ′d l’ensemble des ge´ne´rateurs de Kd, i.e. l’ensemble des e´le´ments de K dont
l’orbite sous τ est de cardinal d.
Soit z un e´le´ment de (X × Y )<n>0 (K) satisfaisant ψn(X × Y ). Ceci signifie que z s’identifie a`
un ensemble du type {(τ ix, τ iy)i∈Z/nZ}, ou` (x, y) est un e´le´ment de (X × Y )(K) tel que l’e´galite´
(τ ix, τ iy) = (x, y) ait lieu si et seulement si n divise i. Soit d et e tels que x ∈ X(K ′d) et y ∈ Y (K
′
e).
On a alors ne´cessairement d ∨ e = n. Le couple (d, e) est en fait l’unique couple ve´rifiant d ∨ e = n
et tel que z se rele`ve a` un point ge´ome´trique de Zd,e. Montrons que z se rele`ve en fait a` un unique
e´le´ment de (Zd,e/Gd,e)(K), et que cet e´le´ment admet Cd,e comme groupe de de´composition dans le
reveˆtement Zd,e → Zd,e/Gd,e. L’ensemble des points ge´ome´triques de Zd,e qui s’envoient sur z est
l’ensemble des e´le´ments
(
(xj)j∈Z/dZ, (yk)k∈Z/eZ
)
∈ (Xd×Y e)(K) qui ve´rifient la proprie´te´ : il existe
un e´le´ment µ de Sn tel qu’on ait
∀i ∈ Z/nZ,
{
xfd(i) = τ
µ(i)x
yfe(i) = τ
µ(i)y.
Un tel e´le´ment µ est alors ne´cessairement dans Sd,en . On voit donc que π
−1
d,e(z) est une orbite sous
Gd,e et on ve´rifie par ailleurs facilement qu’elle est stable sous τ . Ceci montre que z se rele`ve a` un
unique e´le´ment de (Zd,e/Gd,e)(K).
Montrons que cet e´le´ment admet Cd,e comme groupe de de´composition dans le reveˆtement
Zd,e → Zd,e/Gd,e. Notons
(x,y) =
(
(τ jx)j∈Z/dZ , (τ
ky)k∈Z/eZ
)
∈ π−1d,e(z).
Il suffit de montrer que la Cd,e-orbite de (x,y) est τ -stable et que pour tout sous-groupe strict
C ′ de Cd,e la C
′-orbite de (x,y) n’est pas τ -stable. Ceci est imme´diat compte tenu du fait que
(σd, σe)(x,y) = τ.(x,y) et que (σd, σe) engendre Cd,e.
Montrons a` pre´sent qu’un e´le´ment de (Zd,e/Gd,e)(K) admettant Cd,e pour groupe de de´composition
dans le reveˆtement Zd,e → Zd,e/Gd,e s’envoie par πd,e sur un e´le´ment de (X×Y )
<n>
0 (K) satisfaisant
ψn(X×Y ). Un tel e´le´ment se rele`ve a` un point ge´ome´trique ((xj)× (yk)) de Zd,e ve´rifiant : il existe
un entier l premier a` n tel que pour tout (k, j) on a (xj+l, yk+l) = (τ xj, τ yl). Pour un entier m
premier a` n convenable, cet e´le´ment s’e´crit donc
(
(τ im x)(τkm y)
)
avec x ∈ X(K ′d) et y ∈ Y (K
′
e),
et son image dans (X × Y )<n>0 est un point K-rationnel satisfaisant ψn(X × Y ).
On note alors θd,e une formule sur (X × Y )
<n>
0 telle que, pour corps pseudo-fini K contenant
k, θd,e(K) s’identifie a` l’ensemble des e´le´ments de (X × Y )
<n>
0 (K) qui se rele`vent a` un e´le´ment de
(Zd,e/Gd,e)(K) admettant Cd,e comme groupe de de´composition. Ce qui pre´ce`de montre que, d’une
part, pour tout (d, e) ve´rifiant d ∨ e = n, les formules θd,e et ϕZd,e,Zd,e/Gd,e,Cd,e sont logiquement
e´quivalentes et d’autre part que les formules (θd,e)d∨e=n forment une partition de ψn(X × Y ).
D’apre`s (2.4) et ce qui pre´ce`de, on a
χ
form
([θd,e]) = χform([ϕZd,e,Zd,e/Gd,e,Cd,e ])
=
|NSd×Se(Cd,e)|∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ χform([ϕZd,e,X<d>0 ×Y <e>0 ,Cd,e ])
=
|NSd×Se(Cd,e)|∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ Ψχd (X)Ψχe (Y ).
Il suffit donc pour terminer la de´monstration de montrer la relation
|NSd×Se(Cd,e)|∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ = den .
Un e´le´ment (σ1, σ2) de Sd ×Se est dans NSd×Se(Cd,e) si et seulement s’il existe un e´le´ment l de
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(Z/nZ)∗ tel que
(σ1, σ2)(σd, σe) = (σd, σe)
l(σ1, σ2)
i.e. si et seulement si on a {
∀j ∈ Z/dZ, σ1(j + 1) = σ1(j) + l
∀k ∈ Z/eZ, σ2(k + 1) = σ2(k) + l.
Un tel e´le´ment est ainsi entie`rement de´termine´ par la donne´e de l ∈ (Z/nZ)∗ et du couple (σ1(0), σ2(0)).
Il sera dans Gd,e si et seulement si on a en outre (σ1(0), σ2(0)) ∈ Z/nZ. Ainsi on a
|NSd×Se(Cd,e)| = d e |(Z/nZ)
∗|
et ∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ = n |(Z/nZ)∗| .
On en de´duit le re´sultat annonce´.
2.4 De´composition de la fonction zeˆta de Hasse-Weil motivique en produit eulerien
motivique
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective. A` partir de la
de´finition de Φχn, un calcul standard montre la relation
exp
∑
n>1
Φχn(X)
n
T n
 = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log
(
1
1− T n
) .
Nous allons montrer que cette dernie`re expression est e´gale a` ZχX(T ).
Notations 2.15. Soit A une Q-alge`bre. Pour tout e´le´ment x de A et tout n > 1, on pose
(
x
n
)
=
n−1∏
i=0
(x− i)
n!
.
Soit r > 1 et f = (f1, . . . , fr) ∈ (N>0)
r ve´rifiant f1 6 · · · 6 fr. On de´finit une partition {1, . . . , r} =∐
γ∈Γf
Iγ par la condition
∀i, j ∈ {1, . . . , r}, fi = fj ⇐⇒ ∃γ, i, j ∈ Iγ .
Pour γ ∈ Γf , on pose fγ = fi ou` i est un e´le´ment de γ, et nγ = |Iγ |.
Enfin si (xn) une suite d’e´le´ments de A on pose
(xf) =
∏
γ∈Γf
(
xfγ
nγ
)
.
Le lemme suivant de´coule d’un calcul e´le´mentaire.
Lemme 2.16. Soit A une Q-alge`bre, E un ensemble fini non vide et P = 1+
∑
n∈NE\{0} an T
n un
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e´le´ment de A[[(Te)e∈E]]. On a alors pour toute suite (xn) d’e´lements de A la relation
exp
∑
n>1
an log(P (T
n
e )e∈E)

= 1 +
∑
m∈NE\{0}

∑
r>1
∑
f∈(N>0)r
f16···6fr
(xf)
∑
(n1,...,nr)∈(NE\{0})rP
ni fi=m
r∏
i=1
ani
 T m. (2.9)
Lemme 2.17. Soit k un corps. Soit n > 1 et ϕ une formule a` coefficients dans k en les variables
libres (x1, . . . , xn). On pose ψ1 = ϕ. Pour m > 2, soit ψm la formule d’anneau en les variables libres
(xi,j) i=1,...,n
j=1,...,m
donne´e par
 m∧
j=1
ϕ(x1,j , . . . , xnj )
∧
 ∧
j,k∈{1,...,m}
j 6=k
(x1,j , . . . , xnj) 6= (x1,k, . . . , xnk)
 .
On a alors pour tout m > 1 la relation
[ψm] =
m−1∏
j=0
([ϕ]− j) .
De´monstration. Soit m > 2. Les formules en les nm variables libres (x1, . . . ,xm)
ψm−1(x1, . . . ,xm−1) ∧ ϕ(xm)
et
ψm ∨
m−1∨
j=1
(ψm−1(x1, . . . ,xm−1) ∧ (xm = xj))
sont logiquement e´quivalentes. Pour j = 1, . . . m− 1 la formule
ψm−1(x1, . . . ,xm−1) ∧ (xm = xj)
est logiquement e´quivalente a` ψm−1. On a alors
[ψm] + (m− 1) [ψm−1] = [ψm−1] [ϕ]
soit
[ψm] = [ψm−1] ([ϕ]−m+ 1))
d’ou` le re´sultat en raisonnant par re´currence sur m.
Proposition 2.18. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective.
Dans l’anneau Mχk,Q[[T ]], on a l’e´galite´
ZχX(T ) = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log
(
1
1− T n
) .
De´monstration. Posons ΠX(T ) = exp
[∑
n>1Ψ
χ
n(X) log
(
1
1−Tn
) ]
. Soit F un ferme´ de X et U =
X \F . D’apre`s le lemme 2.7, on a ΠX(T ) = ΠU (T )ΠF (T ). Par ailleurs, on a Z
χ
X(T ) = Z
χ
U (T )Z
χ
F (T )
(cf. [And04, §13.3.1]). Ainsi, en prenant des recouvrements ouverts affines et en stratifiant, on est
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ramene´ a` de´montrer la proposition dans le cas ou` X est affine, normale, irre´ductible. Pour r > 1 et
f ∈ (N>0)
r, on note
Af,m
de´f
=
{
(n1, . . . , nr) ∈ (N>0)
r,
r∑
i=1
ni fi = m
}
.
D’apre`s le lemme 2.16, il s’agit donc de de´montrer pour tout m > 1 la relation
χ
([
X<m>
])
=
∑
r>0
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(
Ψχf(X)
)
|Af ,m| . (2.10)
Pour n > 1, on de´signe par X
(0)
n l’ensemble des points ferme´s de X de degre´ n. La formule (2.10)
est le pendant motivique de l’e´galite´∣∣X<m>(k)∣∣ =∑
r>0
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(∣∣∣X(0)f ∣∣∣) |Af ,m| , (2.11)
qui est valable si k est un corps fini. Dans ce cadre, la relation (2.11) est une conse´quence de la
de´composition de la fonction zeˆta de Hasse-Weil en produit eule´rien, mais elle peut aussi se retrouver
via un argument combinatoire direct. La preuve de la relation (2.10) qui suit est une adaptation
motivique d’un tel argument combinatoire.
Soit m > 1, r > 1 et f ∈ (N>0)
r tel que f1 6 · · · 6 fr. On utilise les notations 2.15. On a une
action naturelle de SΓf
de´f
=
∏
γ∈Γf
Shγ sur Af,m, ainsi que sur
r∏
i=1
(
X<fi>
)
0
. Soit Zf l’ouvert SΓf -stable
de
r∏
i=1
(
X<fi>
)
0
donne´ par
∏
γ∈Γf
∏
i∈Iγ
(
X<fi>
)
0

0
.
Soit ϕf une formule sur Zf ayant la proprie´te´ suivante : pour tout corps pseudo-fini K contenant k,
ϕf(K) s’identifie a` l’ensemble des e´le´ments (y1, . . . , yr) de Zf(K) tels que, pour tout i, yi satisfait
la formule ψfi(X). D’apre`s le lemme 2.17, on a donc
[ϕf ] =
∏
γ∈Γf
hγ−1∏
j=0
([
ψfγ (X)
]
− j
)
. (2.12)
Soit n ∈ Af ,m. On note Sn le stabilisateur de n sous l’action de SΓf , et
πf ,n : Zf −→ X
<m>
le k-morphisme qui envoie le r-uplet de ze´ro-cycles (C1, . . . , Cr) sur
∑
i niCi. Ce morphisme se
factorise a` travers Zf/Sn. Soit ψf,n une formule sur X
<m> telle que, pour tout corps pseudo-
fini K contenant k, ψf ,n(K) est l’ensemble des e´le´ments de X
<m>(K) qui sont l’image par πf ,n
d’un e´le´ment (y1, . . . , yr) de Zf(K) satisfaisant ϕf . Un e´le´ment de ψf ,n(K) est donc un ze´ro-cycle
K-rationnel s’e´crivant
∑r
i=1 ni Pi ou`, pour tout i, Pi est un point ferme´ de degre´ fi de XK , et
Pi 6= Pj si fi = fj. L’ensemble des pre´images de cet e´le´ment par πf ,n forme une Sn-orbite. Ainsi le
morphisme Zf/Sn → X
<m> induit une bijection entre ψ(f ,n)(K) et les e´le´ments de (Zf/S(n))(K)
qui se rele`vent a` un e´le´ment de Zf(K) satisfaisant ϕf . Donc le morphisme πf ,n fait de ϕf un
|Sn|-reveˆtement de ψ(f ,n). D’apre`s le the´ore`me 2.2, on a alors
χ
form
([
ψ(f ,n)
])
=
1
|Sn|
χ
form
([
ϕ(fi)
])
.
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En notant A0f,m un syste`me de repre´sentants de Af ,m modulo l’action de SΓf , on en de´duit∑
n∈A0
f ,m
χ
form
([ψf,n]) =
( ∑
n∈A0
f ,m
1
|Sn|
)
χ
form
([ϕf ]) =
|Af,m|∣∣SΓf ∣∣ χform ([ϕf ]) .
D’apre`s (2.12), on a donc ∑
n∈A0
f ,m
χ
form
([
ψ(f ,n)
])
=
(
ψχf(X)
)
|Af ,m| . (2.13)
L’interpre´tation de ψf ,n(K) en termes de ze´ro-cycles utilise´e ci-dessus montre par ailleurs que
tout e´le´ment de X<m>(K) satisfait ψf ,n pour un unique f et un n ∈ Af,m unique modulo l’action
de SΓf . Ainsi les formules
(ψf,n) r>0,
f∈Nr>0,
f16···6fr,
n∈A0
f ,m.
forment une partition de X<m>. Ceci conclut la de´monstration de la relation (2.10).
Corollaire 2.19. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective. Pour
tout n > 1 on a Φχn(X) = χ (Φn(X)) et Ψ
χ
n(X) = χ (Ψn(X)).
De´monstration. Ceci de´coule de la proposition 2.18 et des de´finitions de Φn(X) et Ψn(X).
Corollaire 2.20. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective. Pour
tout n > 1, Ψχn(X) est un e´le´ment de F−n dim(X)M
χ
k,Q.
De´monstration. Ceci de´coule du corollaire 2.19 et du point iv du lemme 2.4.
Corollaire 2.21. Pour tout d > 1 et tout n > 1, on a Φχn(A d) = Lnd.
De´monstration. Ceci de´coule du corollaire 2.19 et du point v du lemme 2.4.
Remarque 2.22. Le corollaire 2.20 peut s’obtenir de manie`re plus directe a` partir de la de´finition de
Ψχn(X) comme formule galoisienne et de la relation (2.4).
Corollaire 2.23. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective. Soit
n0 > 1 un entier et P = 1 +
∑
n>n0
an T
n un e´le´ment de Mχk,Q[[T ]]. E´crivons
exp
∑
n>1
Ψχn(X) log(P (T
n))
 =∑
n>0
αn T
n.
Soit (Vn)n>0 une suite d’e´le´ments de M̂
χ
k,Q. On suppose qu’il existe une application ϕ : N → Z
ve´rifiant :
i) ϕ(n)− n dim(X)n0 −→n→+∞
+∞ ;
ii) pour tout n ∈ N, on a Vn ∈ F
ϕ(n) M̂χk,Q.
Alors la se´rie
∑
n∈N
αn Vn converge dans M̂
χ
k,Q.
De´monstration. D’apre`s le lemme 2.16, on a pour tout n > 0 la relation
αn =
∑
r>0
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(
Ψχf(X)
) ∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni fi=n
r∏
i=1
ani .
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Les indices f intervenant dans la somme ve´rifient tous n0 |f | 6 n. D’apre`s le corollaire 2.20 on a(
Ψχf(X)
)
∈ F−|f| dim(X)Mχk,Q. Ainsi, on a αn ∈ F
−
n dim(X)
n0 Mχk,Q. On en de´duit le re´sultat.
Remarque 2.24. On obtient un re´sultat analogue dansMk,Q en remplac¸ant exp
[∑
n>1Ψ
χ
n(X) log(P (T n))
]
par exp
[∑
n>1Ψn(X) log(P (T
n))
]
. On utilise alors le point iv du lemme 2.4.
Remarque 2.25. Soi k un corps et X une k-varie´te´ quasi-projective. Soit (An)n>1 une famille de
k-varie´te´s quasi-projectives et P (T ) = 1 +
∑
n>1 [An] T
n. Les auteurs de [GZLMH04] de´finissent
alors la « puissance [X]-e`me de P (T ) » par la formule
P (T )[X] = 1 +
∞∑
k=1
{∑
ρ>1
∑
(k1,...,kρ)∈N ρP
j kj=k
kρ 6=0
[( (
X
P
j kj
)
0
×
ρ∏
j=1
A
kj
j
)
/
ρ∏
j=1
Skj
]}
T k (2.14)
ou`
∏
j Skj agit de manie`re diagonale sur chacun des facteurs
(
X
P
j kj
)
0
et
∏ρ
j=1A
kj
j .
Par ailleurs, d’apre`s le lemme 2.16, on a
ΠmotX,P (T ) = 1 +
∞∑
k=1

∑
r>1
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(Ψf(X))
∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni fi=k
r∏
i=1
[Ani ]
 T
k. (2.15)
Si k est de caracte´ristique ze´ro, la « de´composition arithme´tique » (donne´e par la relation (2.4)) des
motifs des quotients de varie´te´s apparaissant dans l’expression (2.14) permet alors de montrer que
χ(ΠmotX,P (T )) co¨ıncide avec χ(P (T )
[X]). En ce sens la notion de produit eulerien motivique correspond
a` une de´composition arithme´tique de la puissance formelle de´finie dans [GZLMH04].
Explicitons ce qui se passe au niveau de la partie de la de´composition arithme´tique correspondant
a` l’image des points rationnels dans le quotient (dans ce qui suit tout se passe au niveau de l’anneau
Mχk , on omet d’e´crire χ pour alle´ger l’e´criture) : il s’agit, pour k > 1 donne´, de comparer d’une
part l’expression ∑
ρ>1
∑
(k1,...,kρ)∈N ρP
j kj=k
kρ 6=0
(XPj kj)
0
×
ρ∏
j=1
A
kj
j
 / ρ∏
j=1
kj!
qui s’e´crit encore (cf. lemme 2.17)∑
ρ>1
∑
(k1,...,kρ)∈N ρP
j kj=k
kρ 6=0
[X] ([X] − 1) . . . ([X] −
∑
j kj + 1)
∏ρ
j=1 [Aj]
kj∣∣∣∏j Skj ∣∣∣ (2.16)
et les termes du coefficient de T k dans (2.15) correspondant au cas ou` tous les fi sont e´gaux a` 1,
soit ∑
r>1
Ψ(1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
r re´pe´titions
(X)
 ∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni=k
r∏
i=1
[Ani ]
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ce qui s’e´crit aussi∑
r>1
[X] ([X] − 1) . . . ([X] − r + 1)
r!
∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni=k
r∏
i=1
[Ani ] (2.17)
L’e´galite´ de (2.16) et (2.17) de´coule alors d’un argument combinatoire e´le´mentaire (si (k1, . . . , kρ) ∈
Nρ avec kρ 6= 0, soit r =
∑
kj ; il existe
r!Q
kj !
r-uplets distincts (n1, . . . , nr) de N
r
>0 ve´rifiant
kj = |{i, ni = j}|).
3. Une formule d’inversion de Mo¨bius motivique
Dans cette section, nous introduisons un analogue motivique de fonctions d’inversion de Mo¨bius
utilise´es pour traiter des proble`mes de comptage de points de hauteur borne´e sur les varie´te´s toriques
(cf. [Pey95], [Sal98], [dlB01], [Bou03a]).
Soit E un ensemble fini non vide. On munit {0, 1}E de l’ordre partiel usuel. Soit B un sous-
ensemble de {0, 1}E ve´rifiant la proprie´te´ suivante : si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B. On note
Bmin l’ensemble des e´le´ments minimaux de B, et A = {0, 1}E \ B. On de´finit une fonction µ0B :
{0, 1}E → Z par la relation
∀n ∈ {0, 1}E , 1A(n) =
∑
06n′6n
µ0B(n
′). (3.1)
Pour n ∈ {0, 1}E on pose
ℓB(n) =
∣∣{(n′) ∈ Bmin, n′ 6 n}∣∣ .
On ve´rfie qu’on a alors
∀n ∈ {0, 1}E , µ0B(n) =

1 si n = 0
0 si n ∈ A \ {0}
(−1) ℓB(n) si n ∈ B \ {0}.
On de´finit un e´le´ment PB de Z[Te]e∈E par
PB(Te) =
∑
n∈{0,1}E
µ0B(n)
∏
e∈E
T nee
et un e´le´ment QB de Z[[Te]]e∈E par
QB(Te) =
PB(Te)∏
e∈E
(1− Te)
= PB(Te)
∑
d∈NE
∏
e∈E
T dee .
Pour d = (de) ∈N
E on de´finit d˜ = (d˜e) ∈ {0, 1}
E par d˜e = 1 si et seulement si de > 1.
Lemme 3.1. On a
QB(Te) =
∑
d∈NE
1A
(
d˜
) ∏
e∈E
T dee .
De´monstration. Ceci de´coule imme´diatement de la de´finition de QB et de la relation (3.1).
Soit k un corps et X une k-varie´te´ quasi-projective. Pour toute extension K de k, on note
X0,+(K) le mono¨ıde des ze´ro-cycles effectifs K-rationnels sur X, et, pour d ∈N, X0,+d (K) le sous-
ensemble de X0,+(K) constitue´ des e´le´ments de degre´ d. Ainsi X0,+d (K) s’identifie a` X
<d>(K).
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Soit F un sous-ensemble de E. Pour d ∈ NE, la varie´te´
∏
e∈E
X <de> des E-uples de ze´ro-cycles
effectifs de X de degre´ d contient un ouvert non vide Xd,F de´fini par la condition ∩
e∈F
Supp(Ce) = ∅.
On note alors XBd l’ouvert de
∏
e∈E
X <de> de´fini par
XBd =
⋂
n∈B
Xd,{n=1} =
⋂
n∈Bmin
Xd,{n=1}.
Pour toute extension K de k, on a donc l’e´galite´
XBd (K) =
(Ce) ∈ ∏
e∈E
X0,+de (K), ∀n ∈ B,
⋂
e∈E, ne=1
Supp (Ce) = ∅
 .
3.1 Le cas d’un corps fini
Soit k un corps fini et X une k-varie´te´ quasi-projective. Soit
A
B
X =
(Ce) ∈ (X0,+(k))E , ∀n ∈ B, ⋂
e∈E, ne=1
Supp (Ce) = ∅
 .
Il existe alors une unique fonction µ˜BX :
(
X0,+(k)
)E
→ Z ve´rifiant la condition1
∀(Ce) ∈
(
X0,+(k)
)E
, 1
ABX
(Ce) =
∑
06(C′e)6(Ce)
µ˜BX((C
′
e)). (3.2)
Proposition 3.2. On a les de´compositions en produit eule´rien∑
(Ce)∈(X0,+(k))
E
µ˜BX((Ce))
∏
e∈E
T deg(Ce)e =
∏
x∈X(0)
PB
(
(T deg(x)e )
)
(3.3)
et ∑
(Ce)∈(X0,+(k))
E
1
ABX
(Ce)
∏
e∈E
T deg(Ce)e =
∏
x∈X(0)
QB
(
(T deg(x)e )
)
. (3.4)
De´monstration. D’apre`s (3.2), le membre de gauche de (3.4) est e´gal au membre de gauche de (3.3)
multiplie´ par
∏
e∈E ZX(Te). Ainsi l’une des deux relations (3.3) ou (3.4) entraˆıne aussitoˆt l’autre.
La de´monstration de ces relations est classique, et se base sur le fait que µ˜B est une fonction
multiplicative. La proposition 1 (p. 180) de [Bou03a] (elle-meˆme inspire´e de la proposition analogue
dans le cas des corps de nombres que l’on trouve dans [Sal98] ou [Pey06]) traite le cas particulier
d’une fonction d’inversion de Mo¨bius associe´e a` un e´ventail (cf. sous-section 3.5) et la preuve est la
meˆme dans le cas ge´ne´ral.
De´finissons a` pre´sent une fonction µBX : N
E → Z en posant
µBX((de)) =
∑
(Ce), deg(Ce)=de
µ˜BX(Ce).
On a alors
∀d ∈ NE,
∣∣∣XB(de)(k)∣∣∣ = ∑
06d′6d
µBX(d
′)
∏
e∈E
∣∣∣X<de−d′e>(k)∣∣∣ . (3.5)
1 On munit
`
X
0,+(k)
´E
de l’ordre partiel usuel.
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Pour n > 1, on de´signe par X
(0)
n l’ensemble des points ferme´s de X de degre´ n. De la proposition
3.2, on de´duit les relations ∑
d∈NE
µBX(d)
∏
e∈E
T dee =
∏
n>1
PB(T
n
e )
˛˛˛
X
(0)
n
˛˛˛
(3.6)
et ∑
d∈NE
∣∣∣XB(de)(k)∣∣∣ ∏
e∈E
T dee =
∏
n>1
QB(T
n
e )
˛˛˛
X
(0)
n
˛˛˛
. (3.7)
Ce sont ces relations dont on veut obtenir une version motivique.
3.2 Un analogue motivique
On conside`re dans cette sous-section un corps k de caracte´ristique ze´ro. On va de´montrer des
relations dans l’anneau de motifs virtuels Mχk . Le proble`me de la de´monstraton de relations ana-
logues dans l’anneau Mk est discute´ a` la sous-section 3.3. Soit X une k-varie´te´ quasi-projective.
On mime la relation (3.5) et on de´finit une fonction de Mo¨bius motivique µB,χX : N
E →Mχk par la
relation
∀d ∈ NE, χ
([
XBd
])
=
∑
06d′6d
µB,χX (d
′)
∏
e∈E
χ
([
X<de−d
′
e>
])
. (3.8)
Si on pose
ZBX((Te)) =
∑
d∈NE
χ
([
XBd
]) ∏
e∈E
T dee
et
Z
µB,χX
((Te)) =
∑
d∈NE
µB,χX (d)
∏
e∈E
T dee ,
on a donc la relation
ZBX((Te)) = ZµB,χX
((Te))
∏
e∈E
ZχX(Te). (3.9)
The´ore`me 3.3. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective. Soit B
un sous-ensemble de {0, 1}E ve´rifiant la proprie´te´ suivante : si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B. On a
les de´compositions en produit eule´rien motivique
Z
µB,χX
((Te)) = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log (PB(T
n
e ))
 (3.10)
et
ZBX((Te)) = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log (QB(T
n
e ))
 . (3.11)
De´monstration. Compte tenu de (3.9) et de la proposition 2.18, l’une des deux relations (3.10) et
(3.11) entraˆıne aussitoˆt l’autre.
Montrons la relation (3.11). Soit ΠBX(T ) = exp
[∑
n>1Ψ
χ
n(X) log (QB(T
n
e ))
]
. Soit F un ferme´
de X et U = X \ F . On a une stratification de XBd en sous-varie´te´s localement ferme´es
XBd =
∐
06d′6d
(∏
e∈E
U<d
′
e> × F<de−d
′e>
)⋂
XBd =
∐
06d′6d
UBd′ × F
B
d′ .
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On en de´duit la relation ZBX(T ) = Z
B
U (T )Z
B
F (T ). Par ailleurs le lemme 2.7 entraˆıne la relation
ΠBX(T ) = Π
B
U (T )Π
B
F (T ). Ainsi, en prenant des recouvrements ouverts affines et en stratifiant, on
est ramene´ a` de´montrer la relation (3.11) dans le cas ou` X est affine, normale, irre´ductible. Pour
d ∈ NE , r > 1 et f ∈Nr>0, on note
A
A
f ,d
de´f
=
{
(n1, . . . ,nr) ∈ (N
E \ {0})r,
∑
ni fi = d et ∀i = 1 . . . , r, n˜i ∈ A
}
.
D’apre`s les lemmes 2.16 et 3.1, de´montrer (3.11) revient a` e´tablir pour tout d ∈ NE la relation
χ
([
XBd
])
=
∑
r>1
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(Ψf(X))
∣∣AAf ,d∣∣ (3.12)
Fixons d 6= 0. Soit r > 1 et f ∈ (N>0)
r tel que f1 6 · · · 6 fr. On utilise les notations 2.15 et
on reprend les notations et la de´marche de la preuve de la proposition 2.18. Le groupe SΓf agit
sur (NE \ {0})r . L’ensemble AAf,d est stable sous cette action. Soit (ni) ∈ A
A
f,d. On note S(ni) le
stabilisateur de (ni) sous l’action de SΓf , et
πf,(ni) : Zf −→
∏
e∈E
X<de>
le k-morpisme qui envoie le r-uplet de ze´ro-cycles (C1, . . . , Cr) sur (
∑
i ni,eCi)e∈E . Ce morphisme
se factorise a` travers Zf/S(ni).
Soit ψf ,(ni) une formule ve´rifiant la proprie´te´ suivante : pour tout corps pseudo-fini K contenant
k, ψf ,(ni)(K) est l’ensemble des e´le´ments de
∏
e∈E
X<de>(K) qui sont l’image par πf ,(ni) d’un e´le´ment
(y1, . . . , yr) de Zf(K) satisfaisant ϕf . La condition n˜i ∈ A dans la de´finition de A
A
f ,d entraˆıne que
de tels e´le´ments sont en particulier dans XBd (K).
Un e´le´ment de
∏
e∈E
X<de>(K) satisfaisant ψf ,(ni) est donc un E-uplet de ze´ro-cycles K-rationnels
s’e´crivant (
∑r
i=1 ni,eCi) ou`, pour tout i, Ci est un point ferme´ de XK de degre´ fi et Ci 6= Cj si
fi = fj. Les pre´images d’un tel e´le´ment dans Zf forment une orbite sous S(ni). Ainsi le morphisme
Zf/S(ni) →
∏
e∈E
X<de> induit une bijection entre ψf ,(ni)(K) et les e´le´ments de (Z(f/S(ni))(K)
qui se rele`vent a` un e´le´ment de Zf(K) satisfaisant ϕf . Donc le morphisme πf,(ni) fait de ϕf un∣∣S(ni)∣∣-reveˆtement de ψf ,(ni). D’apre`s le the´ore`me 2.2, on a alors
χ
form
([
ψf ,(ni)
])
=
1∣∣S(ni)∣∣χform ([ϕf ]) .
L’interpre´tation de ψf ,(n)i(K) en termes de ze´ro-cycles utilise´e ci-dessus montre par ailleurs que
tout e´le´ment de XBd (K) satisfait ψf ,(ni) pour un unique f et un (ni) ∈ Af ,d unique modulo l’action
de SΓf . On peut alors conclure comme dans la preuve de la proposition 2.18.
Corollaire 3.4. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective. Soit
B un sous-ensemble de {0, 1}E ve´rifiant la proprie´te´ suivante : si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B.
Soit νB la valuation de PB−1 et (Vd)d∈NE une famille d’e´le´ments de M̂
χ
k,Q. On suppose qu’il existe
une application ϕ : N→ Z ve´rifiant :
i) ϕ(n)− n dim(X)νB −→n→+∞
+∞ ;
ii) pour tout d ∈ NE , Vd ∈ F
ϕ(
P
de) M̂χk,Q.
Alors la se´rie
∑
d∈NE
µB,χX (d)Vd converge dans M̂
χ
k,Q.
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De´monstration. Ceci se de´duit du the´ore`me 3.3 graˆce au lemme 2.16 et une adaptation aise´e de la
preuve du corollaire 2.23.
3.3 Questions dans l’anneau de Grothendieck des varie´te´s
Dans cette sous-section, k est un corps quelconque. On reprend les notations de l’introduction
de la section 3. Soit X une k-varie´te´ quasi-projective. On de´finit une fonction µB,motX : N
E →Mk
par la relation
∀d ∈ NE,
[
XBd
]
=
∑
06d ′6d
µB,motX (d
′)
∏
e∈E
[
X<de−d
′
e>
]
. (3.13)
Si k est de caracte´ristique ze´ro, on a donc pour tout d la relation χ(µB,motX (d)) = µ
B,χ
X (d). Si k est
fini on a pour tout d la relation #k µ
B,mot
X (d) = µ
B
X(d). Au vu du the´ore`me 3.3, on peut se poser la
question suivante.
Question 3.5. La relation
∑
d∈NE
µB,motX (d)
∏
e∈E
T dee = exp
∑
n>1
Ψn(X) log (PB(T
n
e ))

est-elle ve´rifie´e ?
Une re´ponse positive a` la question 3.5 fournirait une autre de´monstration du the´ore`me 3.3. Elle
entraˆınerait e´galement une re´ponse positive a` la question suivante :
Question 3.6. Soit νB la valuation de PB . Soit (Vd)d∈NE une famille d’e´le´ments de M̂k,Q. On
suppose qu’il existe une application ϕ : N→ Z ve´rifiant :
i) ϕ(n)− n dim(X)νB −→n→+∞
+∞ ;
ii) pour tout (de) ∈ N
E, Vd ∈ F
ϕ(
P
de) M̂k,Q.
Est-il vrai que la se´rie ∑
(d)∈NE
µB,motX (d)Vd
converge dans M̂k,Q ?
On montre ci-dessous que les re´ponses aux questions 3.5 et 3.6 sont positives pour un cas
particulier d’ensemble B. Dans le cadre de l’application a` l’e´tude des fonctions zeˆta des hauteurs
motivique, ceci permet d’obtenir des re´sultats dans l’anneau Mk dans le cas des espaces projectifs
et des surfaces de Hirzebruch. Pour traiter le cas d’une varie´te´ torique ge´ne´rale, faute de pouvoir
montrer que la re´ponse est positive, nous devrons nous contenter de re´sultats dans l’anneau Mχk
pour pouvoir utiliser le the´ore`me 3.3 et le corollaire 3.4.
3.4 Calcul de µB,motX dans un cas particulier
Soit k un corps et X une k-varie´te´ quasi-projective. On de´finit une fonction µmotX : N → Mk
par la relation ∑
d>0
µmotX (d)T
d
ZmotX (T ) = 1.
On a donc pour tout d > 0 la relation∑
06r6d
µmotX (r)
[
X<d−r>
]
= 0. (3.14)
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Soit E un ensemble fini non vide. On de´finit une fonction µEX : N
E →Mk en posant
µEX(d) =
{
µmotX (d) si de = d pour tout e ∈ E,
0 sinon.
(3.15)
Une de´finition e´quivalente de µEX est d’imposer la relation ∑
d∈NE
µEX(d)T
d
 ZmotX
(∏
e∈E
Te
)
= 1.
Proposition 3.7. Soit B le sous-ensemble de {0, 1}E re´duit a` l’e´le´ment constant e´gal a` 1. Alors
µB,motX = µ
E
X .
De´monstration. Soit Wd,δ la sous-varie´te´ de
∏
e∈E
X<de> des E-uples de ze´ro-cycles effectifs dont
l’intersection est de degre´ δ. En particulier Wd , 0 = X(d,E. On a un isomorphisme
Wd,δ
∼
→ X <δ> ×X(de−δ),E
et une fibration en sous-varie´te´s localement ferme´es∏
e∈E
X<de> =
∐
06d6Min(de)
W(de),δ.
On a donc ∏
e∈E
[
X <de>
]
=
Min(de)∑
δ=1
[
X<δ>
] [
X(de−δ),E
]
.
Pour chaque E-uple d ′ ve´rifiant 0 6 d ′ 6 d. e´crivons la relation ci-dessus et multiplions la par
µEX
(
d ′
)
. En sommant toutes les relations obtenues, et compte tenu de (3.14), on obtient la relation
[Xd,E] =
∑
06d
′
6d
µEX
(
d ′
) ∏
e∈E
[
X<de−d
′
e>
]
.
Or, l’hypothe`se sur B entraˆıne pour tout d l’e´galite´ XBd = Xd,E. On en de´duit le re´sultat.
Corollaire 3.8. Soit B un sous-ensemble de {0, 1}E tel que si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B. On
suppose en outre que B ve´rifie l’hypothe`se suivante : il existe une partition E = Eβ
∐
⊔
γ∈Γ
Eγ de E
telle qu’on ait
Bmin =
{
n ∈ NE , ∃γ ∈ Γ, (ne = 1⇔ e ∈ Eγ)
}
.
Alors on a
∀d ∈ NE, µB,motX (d) =
∏
e∈Eβ
[X<de>]
∏
γ∈Γ
µ
Eγ
X ((de)e∈Eγ ).
3.5 Fonction de Mo¨bius motivique associe´e a` un e´ventail
Soit N un Z-module libre de rang fini dont on notera r le rang. On rappelle brie`vement la notion
d’e´ventail de N . Une partie σ de N ⊗ R est un coˆne polye´dral rationnel de N ⊗ R si elle s’e´crit
σ =
∑
i∈I R>0mi ou` I est un ensemble fini et les (mi) sont dans N . Un coˆne polye´dral rationnel
σ est dit strictement convexe si σ ∩ −σ = {0}. Un e´ventail de N est un ensemble fini Σ de coˆnes
polye´draux rationnels strictement convexes de N ⊗R, ve´rifiant les conditions suivantes :
– toute face d’un coˆne de Σ est un coˆne de Σ,
– l’intersection de deux coˆnes de Σ est une face de chacun des deux coˆnes.
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Un e´ventail Σ est dit re´gulier si tout coˆne de Σ est engendre´ par une partie d’une Z-base de N , et
complet si les coˆnes de Σ recouvrent N ⊗R.
Soit Σ un e´ventail non re´duit a` {0}. On note Σ(1) l’ensemble des rayons de Σ, i.e. l’ensemble
des coˆnes de dimension 1 de Σ. Pour σ ∈ Σ, on note σ(1) l’ensemble des e´le´ments de Σ(1) qui sont
des faces de σ. Pour α ∈ Σ(1) on abre´gera les notations α ∈ σ(1) et α /∈ σ(1) en α ∈ σ et α /∈ σ.
Soit BΣ le sous-ensemble de {0, 1}
Σ(1) de´fini par
BΣ =
{
n ∈ {0, 1}Σ(1) , ∀σ ∈ Σ, ∃α /∈ σ, nα = 1
}
.
Il est clair que si n ∈ BΣ et n
′ > n alors n′ ∈ BΣ.
Lemme 3.9. La valuation de PBΣ − 1 est supe´rieure ou e´gale a` 2.
De´monstration. Soit α0 ∈ Σ(1) et (nα) ∈ {0, 1}
Σ(1) ve´rifiant nα0 = 1 et nα = 0 pour α 6= α0. Il
s’agit de montrer que nα /∈ BΣ. Mais ceci de´coule aussitoˆt de la de´finition de BΣ et du fait que α
est une face de α.
On de´duit du lemme 3.9 et du corollaire 3.4 le crite`re de convergence suivant.
Corollaire 3.10. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-varie´te´ quasi-projective. Soit
Σ un e´ventail. Soit (Vd)d∈NΣ(1) une famille d’e´le´ments de M̂
χ
k,Q ve´rifiant
∀ d ∈ NΣ(1), Vd ∈ F
dim(X) |d| M̂χk,Q.
Alors la se´rie
∑
d∈NΣ(1)
µBΣ,χX (d)Vd converge dans M̂
χ
k,Q.
Le cas des espaces projectifs Soit n > 1 et Σ l’e´ventail de Zn ⊗R dont les rayons sont engendre´s
par les e´le´ments de la base canonique (ei)16i6n de Z
n et l’e´le´ment
∑
i ei. La varie´te´ torique associe´e
est l’espace projectif de dimension n. On a BΣ = {(1, . . . , 1)}. Soit k un corps et X une k-varie´te´
quasi-projective. D’apre`s la proposition 3.7 on a µBΣ,motX = µ
Σ(1)
X . En particulier, les re´ponses aux
questions 3.5 et 3.6 sont positives dans ce cas.
Le cas des surfaces de Hirzebruch Soit m > 0 un entier et Σ l’e´ventail de Z2 ⊗R dont les rayons
sont engendre´s par ρ1 = (1, 0), ρ2 = (−1,m), ρ3 = (0, 1), ρ4 = −ρ3. La varie´te´ torique associe´e est
la m-e`me surface de Hirzebruch. On a BminΣ = {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)}. Soit k un corps et X une
k-varie´te´ quasi-projective. D’apre`s le corollaire 3.8, on a
µBΣ,motX (d1, d2, d3, d4) = µ
{1,3}
X (d1, d3)µ
{2,4}
X (d2, d4).
La` encore, les re´ponses aux questions 3.5 et 3.6 sont positives.
4. Fonction zeˆta des hauteurs motivique
Soit k un corps et C une k-courbe projective, lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Soit K le corps
des fonctions de C. Conside´rons une varie´te´ projective V de´finie2 sur k. Les e´le´ments de V (K)
s’identifient donc aux k-morphismes x : C → V . On fixe un fibre´ en droites L sur V .
2 On pourrait en fait conside´rer des varie´te´s de´finies sur K, i.e. des familles non constantes, mais nous nous limiterons
ici au cas particulier ou` le corps de de´finition est le corps des constantes.
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4.1 Le cas classique
On suppose le corps k fini. La formule hL(x) = deg (x
∗L) de´finit alors une hauteur d’Arakelov
(logarithmique) sur V (K), relative au faisceau L. Si on suppose que la classe de L est a` l’inte´rieur
du coˆne effectif, il existe un ouvert non vide U0 de V tel que pour tout ouvert U de U0 et tout entier
d > 0, l’ensemble {x ∈ U(K), hL(x) = d} est fini (cf. [Pey06, Corollaire 2.7.3 et Remarque 2.7.4]).
La fonction zeˆta des hauteurs associe´e a` un tel ouvert U est de´finie par
ZC,U,hL(T ) =
∑
x∈U(K)
T hL(x).
Si V n’est pas de type ge´ne´ral, le comportement analytique attendu de cette se´rie est de´crit par la
version ge´ome´trique des conjectures de Manin et al.
4.2 Le cas motivique
Le corps k est suppose´ quelconque. On peut toujours de´finir une fonction hauteur hL : V (K)→
Z par la formule hL(x) = deg (x
∗L). Si L est une extension de k, on note KL le corps des fonctions
de la courbe C×k L. Si s est un point d’un sche´ma S, on notera κs le corps re´siduel en s. Si ϕ est
un morphisme de source un S-sche´ma, on notera ϕs le morphisme de´duit de ϕ par le changement
de base Spec(κs)→ S.
On note HomL,dk (C, V ) le foncteur qui a` un k-sche´ma S associe
{ϕ ∈ Homk(CS , V ), ∀ s ∈ S, deg (ϕ
∗
s(L)) = d} .
Pour tout ouvert U de V , on note HomU,L,dk (C, V ) le foncteur qui a` un k-sche´ma S associe{
ϕ ∈ HomL,dk (C, V )(S), ∀ s ∈ S, ϕs ∈ U(Kκs)
}
.
Lemme 4.1. On suppose que la classe de L est a` l’inte´rieur du coˆne effectif de V . Alors il existe
un ouvert U0 non vide de V tel que pour tout ouvert U de U0 et pour tout d > 1, le foncteur
Hom
U,L,d
k (C, V ) est repre´sentable par un k-sche´ma quasi-projectif.
De´monstration. Supposons L ample. D’apre`s [Gro95, 4.c], HomL,dk (C, V ) est repre´sentable par un
k-sche´ma quasi-projectif. Or, pour tout ouvert U de V , HomU,L,dk (C, V ) est un sous-foncteur ouvert
de HomL,dk (C, V ). On en de´duit le re´sultat quand L est ample.
Dans le cas ge´ne´ral, V e´tant projective, on peut fixer un fibre´ en droite tre`s ample L0 sur V .
Comme la classe de L est a` l’inte´rieur du coˆne effectif, il existe un entier N > 1 et un fibre´ en
droites effectif L1 tel que L
⊗N = L0 ⊗ L1. Soit U0 le comple´mentaire des points-base de L1 et U
un ouvert contenu dans U0. Pour toute extension L de k et tout e´le´ment ϕ de U(KL) (i.e. tout
morphisme ϕ : CL → V dont l’image rencontre U), on a alors deg(ϕ
∗(L1)) > 0. Ainsi si un tel ϕ
ve´rifie deg(ϕ∗(L)) = d on a deg(ϕ∗(L0)) 6
d
N . Donc le foncteur Hom
U,L,d
k (C, V ) s’identifie a` un
sous-foncteur ouvert du foncteur
∐
d′6 d
N
Hom
L0,d′
k (C, V ). Ce dernier foncteur e´tant repre´sentable par
un k-sche´ma quasi-projectif, on a le re´sultat.
Remarque 4.2. Hormis l’utilisation du the´ore`me de repre´sentabilite´ de Grothendieck, la preuve de ce
lemme est formellement la meˆme que celle de son analogue « classique ». Notons aussi que si U est
un ouvert de V dont le groupe de Picard est trivial, U est ne´cessairement contenu dans l’ouvert U0
de la de´monstration, en particulier HomU,L,dk (C, V ) est repre´sentable par un sche´ma quasi-projectif.
On suppose de´sormais que la classe de L est a` l’inte´rieur du coˆne effectif. Pour tout ouvert U
assez petit de V et tout entier d > 0, on note UL,d le sche´ma quasi-projectif repre´sentant le foncteur
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Hom
U,L,d
k (C, V ). On souhaite notamment e´tudier le « comportement asympotique » de UL,d quand
d tend vers +∞. Pour cela, on conside`rera notamment l’e´le´ment de Mk[[T ]] de´fini par
ZmotC,U,hL(T )
de´f
=
∑
d>0
[
UL,d
]
T d.
Si k est fini, la se´rie ZC,U,hL(T ) est l’image de Z
mot
C,U,hL
par le morphisme #k. Si k est de caracte´ristique
ze´ro, l’image dans Mχk [[T ]] de Z
mot
C,U,hL
(T ) par le morphisme χ sera note´e Zχ
C,U,hL
(T ) .
Il est naturel de se demander s’il n’existe pas pour les se´ries Zmot
C,U,hL
ou Zχ
C,U,hL
des analogues
motiviques des re´sultats obtenus ou conjecture´s pour la se´rie ZC,U,hL . On pre´cise cette question dans
un cas particulier a` la section suivante.
4.3 Un analogue motivique de la conjecture de Manin
On suppose de´sormais que la varie´te´ V ve´rifie les hypothe`ses suivantes :
Hypothe`se 4.3. i) La classe du faisceau anticanonique de V est situe´e a` l’inte´rieur du coˆne
effectif.
ii) L’ensemble V (K) est Zariski dense. En d’autres termes, pour tout ouvert non vide U de V , il
existe un k-morphisme C → V dont U rencontre l’image.
Dans tout ce qui suit, on note L0 le faisceau anticanonique de V et on conside`re la hauteur hL0
associe´e a` L0, note´e h0. On note aussi U0,d = UL0,d.
Supposons le corps k fini de cardinal q. Une partie de la version ge´ome´trique de la conjecture
de Manin peut alors se traduire par les deux questions suivantes.
Question 4.4. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que la se´rie ZC,U,h0(q
−s) converge absolu-
ment pour ℜ(s) > 1 ?
Question 4.5. Existe-t-il un ouvert non vide U satisfaisant les exigences de la question 4.4 et un
ε > 0 tel que la fonction holomorphe sur ℜ(s) > 1 de´finie par ZC,U,h0(q
−s) se prolonge en une
fonction me´romorphe sur ℜ(s) > 1− ε avec un poˆle d’ordre rg(NS(V )) en s = 1 ?
Supposons a` pre´sent k quelconque. La question qui suit est un analogue motivique na¨ıf de la
question 4.4.
Question 4.6. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que, pour tout entier κ > 2, la se´rie
Zmot
C,U,h0
(L−κ) converge dans M̂k ?
Cette question peut se reformuler ainsi : existe-t-il un ouvert non vide U tel que pour tout entier
κ > 2 on a
lim
d→∞
dim(U0,d)− κd = −∞ ?
On voit ainsi que pour obtenir un analogue plus fide`le de la question 4.4, cette dernie`re condition
devrait eˆtre exige´e pour tout re´el κ > 1.
Question 4.7. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
6 1 ?
Pour toute varie´te´ X, on note ρ(X) le nombre de composantes ge´ome´triques irre´ductibles de
dimension maximale de X. Au vu des estimations de Lang-Weil et du comportement asympotique
de |U0,d(k)| donne´e par des the´ore`mes taube´riens standards lorsque la re´ponse a` la question 4.5 est
positive, un analogue naturel de la question 4.5 est la question suivante.
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Question 4.8. Existe-t-il un ouvert non vide U de V ve´rifiant
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
= 1
et
lim
d→∞
log(ρ(U0,d))
log(d)
= rg(NS(V )) ?
Un autre analogue possible est la question suivante.
Question 4.9. Existe-t-il un ouvert non vide U de V ve´rifiant
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
= 1
et tel que la se´rie de´finie par le produit (1− LT )rg(NS(V )) Zmot
C,U,h0
(T ) converge pour T = L−1 ?
On note k une cloˆture alge´brique de k, et kse´p la cloˆture se´parable de k dans k. De´sormais, en plus
des hypothe`ses 4.3, on suppose que la varie´te´ V ve´rifie les hypothe`ses suivantes (cf. les hypothe`ses
du paragraphe 2.1 de [Pey03a] ou` l’on notera que la varie´te´ V est suppose´e de´finie seulement sur le
corps des fonctions de C) :
Hypothe`se 4.10. i) Les groupes de cohomologie H1(V,OV ) et H
2(V,OV ) sont nuls.
ii) Le groupe Pic(V ×k k
se´p) est libre de rang fini et co¨ıncide avec Pic(V ×k k).
iii) L’action du groupe de Galois absolu sur Pic(V ×k k
se´p) est triviale.
iv) Le coˆne effectif de V (note´ Ceff(V )) est polye´dral rationnel.
v) Si l est un nombre premier distinct de la caracte´ristique de k, la partie l-primaire de Br(V ×kk)
est finie.
Le fait d’avoir suppose´ la varie´te´ V de´finie sur le corps des constantes de C et l’hypothe`se iii
ci-dessus signifie que nous nous plac¸ons dans le cas arithme´tiquement le plus simple. Notons que les
varie´te´s toriques de´ploye´es ve´rifient les hypothe`ses 4.3 et 4.10.
On pose
ZCeff(V ),L0(T )
de´f
=
∑
y∈Ceff(V )∨∩Pic(V )∨
T 〈y ,L0〉.
En e´crivant Ceff(V )
∨ comme le support d’un e´ventail re´gulier, on voit que ZCeff(V ),L0(T ) est une
fraction rationnelle a` coefficients rationnels en T , dont 1 est un poˆle d’ordre rg(Pic(V )). On pose
α∗(V )
de´f
= lim
z→1
(z − 1) rg(Pic(V )) ZCeff(V ),L0(z).
C’est un nombre rationnel non nul.
Supposons le corps k fini de cardinal q. Une version ge´ome´trique de la conjecture de Manin
raffine´e par Peyre peut alors s’e´noncer ainsi :
Question 4.11. Si U est un ouvert satisfaisant les exigences des questions 4.4 et 4.5, a-t-on
lim
s→1
(s− 1)rg(Pic(V ))ZC,U,h0(q
−s) =
α∗(V ) q (1−gC) dim(V )
(
Ress=1 ZC(q
−s)
)rg(Pic(V ))
×
∏
v∈C(0)
(1− |kv|
−1)rg(Pic(V ))
|V (kv)|
|kv|
dim(V )
?
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La convergence du produit eule´rien apparaissant dans l’expression conjecturale du terme prin-
cipal en s = 1 est de´montre´e par Peyre en utilisant les conjectures de Weil de´montre´es par Deligne.
Ainsi, sous les hypothe`ses e´nonce´es ci-dessus, Peyre montre que l’analogue de l’hypothe`se de Rie-
mann entraˆıne l’estimation asymptotique
|V (kv)| = |kv|
dimV + rg(Pic(V ) |kv|
dimV−1 + O
deg(v)→∞
(
|kv|
dimV− 3
2
)
. (4.1)
La convergence en de´coule.
La re´ponse a` la question 4.5 est positive dans le cas des varie´te´s toriques ([Bou03a]) et dans le
cas des varie´te´s de drapeaux ([Pey03a]).
Au vu de (4.1), on peut se poser la question suivante :
Question 4.12. A-t-on
∀d > 1, Φd(V )− L
d dimV − rg(Pic(V )Ld (dimV−1) ∈ F d(
3
2
−dim(V ))Mk ?
Nous donnons a` pre´sent un analogue motivique de la question 4.5.
Question 4.13. On suppose que les re´ponses aux questions 4.12 et 4.9 sont positives. Soit U un
ouvert satisfaisant les exigences de la question 4.9. La se´rie
(1− LT )rg(Pic(V )) ZmotC,U,h0
converge-t-elle dans M̂k,Q en T = L
−1 vers
α∗(V )L (1−gC) dim(V )
([
(1− LT )ZmotC (T )
]
(L−1)
) rg(Pic(V ))
× exp
∑
n>1
Ψn(C) log
(
(1− L−n)rg(Pic(V ))
Φn(V )
L−n dim(V )
) ?
La convergence du produit eule´rien motivique est assure´e par la re´ponse positive a` la question
4.12.
Si le corps k est fini, une re´ponse positive a` la question 4.13 ne permet pas a priori d’obtenir par
spe´cialisation via #k des re´sultats sur la fonction zeˆta des hauteurs usuelle. Le terme principal
motivique propose´ ici se spe´cialise formellement sur le terme principal de la fonction zeˆta des
hauteurs usuelle, mais la fonction #k n’est pas de´finie sur M̂k.
Une telle spe´cialisation sera cependant fructueuse dans le cas ou` la se´rie Zmot
C,U,h0
(T ) est une
fraction rationnelle en T . Cette situation se produit pour les espaces projectifs et, comme on le
montre ci-dessous, pour les surfaces de Hirzebruch si C = P1. Cependant, pour une varie´te´ torique
de´ploye´e quelconque, nous suspectons qu’en ge´ne´ral ZC,U,h0(T ) (et donc Z
mot
C,U,h0
(T )) n’est pas une
fraction rationnelle en T .
Supposons a` pre´sent k de caracte´ristique ze´ro. Une variante e´vidente des questions 4.12 et 4.13
est donne´e par les e´nonce´s suivants.
Question 4.14. A-t-on
∀d > 1, Φχd (V )− L
d dimV − rg(Pic(V )Ld (dimV−1) ∈ F d(
3
2
−dim(V ))Mχk,Q ?
Question 4.15. On suppose que les re´ponses aux questions 4.14 et 4.7 sont positives. Soit U un
ouvert satisfaisant les exigences de la question 4.7. La se´rie
(1− LT )rg(Pic(V )) Zmot,χ
C,U,h0
(T )
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converge-t-elle dans M̂χk,Q en T = L
−1 vers
α∗(V )L (1−gC) dim(V )
([
(1− LT )Zχ
C
(T )
] (
L−1
)) rg(Pic(V ))
× exp
∑
n>1
Ψχn(C) log
(
(1− L−n)rg(Pic(V ))
Φχn(V )
L−n dim(X)
) ?
Dans la section suivante, en supposant que la courbe C est rationelle, nous de´montrons
les re´sultats suivants : la re´ponse a` la question 4.7 est positive si V est une varie´te´ torique de´ploye´e,
en prenant pour U l’orbite ouverte (corollaire 5.17) ; la re´ponse a` la question 4.13 est positive si V
est une surface de Hirzebruch, en prenant pour U l’orbite ouverte (on montre en fait un re´sultat
plus fort, a` savoir le point i du the´ore`me 1.1, dont l’e´nonce´ est repris a` la sous-section 5.3). Enfin, si
on suppose k de caracte´ristique ze´ro, nous montrons que la re´ponse a` la question 4.15 est positive
si V est une varie´te´ torique de´ploye´e, en prenant pour U l’orbite ouverte (a` savoir le point ii du
the´ore`me 1.1).
Les preuves du corollaire 5.17 et du the´ore`me 1.1 s’appuient sur le lemme de parame´trisation
5.16. La preuve du point ii du the´ore`me 1.1 utilise en outre le the´ore`me 3.3 et le corollaire 3.4. Une
re´ponse positive a` la question 3.5 permettrait de montrer, par les meˆmes me´thodes, que la re´ponse
a` la question 4.13 est positive pour toute varie´te´ torique de´ploye´e.
Remarque 4.16. Pour une re´ponse partielle a` la question 4.14 lorque la varie´te´ V n’est plus ne´cessairement
torique, on pourra consulter [Bou08a].
5. De´monstration des re´sultats annonce´s
5.1 Quelques rappels sur les varie´te´s toriques
Nous nous contentons de citer les re´sultats qui nous seront utiles, ce qui nous permet de fixer
quelques notations. Nous renvoyons le lecteur aux re´fe´rences classiques sur le sujet (par exemple
[Oda88], [Ful93], [Ewa96]) pour plus de de´tails. Soit r > 1 un entier et U
∼
→ Grm un tore de´ploye´ de
dimension r de´fini sur k. Soit X
∗
(U) son groupe des caracte`res et X∗ (U) son groupe des cocaracte`res.
On note 〈. , .〉 l’accouplement naturel entre ces deux Z-modules. Soit k un corps. A` tout e´ventail Σ
de X∗ (U) est associe´ une k-varie´te´ normale irre´ductible XΣ, munie d’une action de U et posse´dant
une orbite ouverte isomorphe a` U , en d’autres termes une varie´te´ torique de´ploye´e de´finie sur k. On
suppose de´sormais l’e´ventail Σ projectif et re´gulier. La varie´te´ XΣ est alors projective et lisse.
Pour α ∈ Σ(1) nous notons ρα ∈ X∗ (U) le ge´ne´rateur de α, Dα le diviseur U -invariant associe´
et Dα sa classe dans le groupe de Picard de XΣ. Le diviseur
∑
α∈Σ(1) Dα est alors un diviseur
anticanonique. Le morphisme qui a` un e´le´ment m de X
∗
(U) associe (〈m, ρα〉)α∈Σ(1) induit une
suite exacte
0 −→ X
∗
(U) −→ ⊕
α∈Σ(1)
ZDα −→ Pic(XΣ) −→ 0. (5.1)
5.2 Parame´trisation des morphismes
On conserve les notations de la sous-section 5.1. Soit
TΣ = A
Σ(1)
k \
⋂
σ∈Σ
{∏
α/∈σ
xα = 0
}
.
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La suite exacte (5.1) induit une suite exacte de tores
0 −→ TPic(XΣ) −→ G
Σ(1)
m
π
−→ U −→ 0. (5.2)
L’action diagonale de G
Σ(1)
m sur TΣ induit par restriction une action de TPic(XΣ) sur TΣ. D’apre`s
[Cox95b], le morphisme π s’e´tend en un morphisme e´quivariant TΣ −→ XΣ qui est un quotient
ge´ome´trique de TΣ par TPic(XΣ). Un tel quotient fournit ainsi un syste`me de coordonne´es TPic(XΣ)-
homoge`nes sur XΣ. Ceci ge´ne´ralise les coordonne´es homoge`nes classiques de l’espace projectif. Si-
gnalons que le morphisme TΣ → XΣ fait de TΣ un torseur universel au-dessus de XΣ (cf. [Sal98,
proposition 8.5] et [Mad05, Appendix]). Ces coordonne´es homoge`nes permettent a` Cox de donner
dans [Cox95a] une description du foncteur des points de XΣ, que nous rappelons ci-dessous. Elle
ge´ne´ralise la description bien connue du foncteur des points de l’espace projectif. Il en de´coule pour
tout k-sche´ma S une description simple des k-morphismes de P1S dans XΣ, que nous allons utiliser
pour expliciter le sche´ma quasi-projectif qui repre´sente le foncteur HomU,L0,dk (P
1,XΣ) de´fini dans
la sous-section 4.2.
De´finition 5.1. Soit S un k-sche´ma. Une Σ-collection sur S est la donne´e pour tout α ∈ Σ(1) d’un
fibre´ en droites Lα sur S et d’une section globale vα de Lα ainsi que d’une famille (cm)m∈X∗ (U)
d’isomorphismes
cm : ⊗
α
L
〈m,ρα〉
α
∼
−→ OS ,
ces donne´es e´tant astreintes a` ve´rifier les conditions suivantes :
i) pour tous m,m′ dans X
∗
(U), on a cm ⊗ cm′ = cm+m′ ;
ii) pour tout α ∈ Σ(1), la section vα induit un morphisme OS → Lα et par dualite´ un morphisme
L−1α → OS ; le morphisme induit ⊕
σ∈Σ
⊗
α/∈σ
L
−1
α −→ OS
est surjectif.
Un isomorphisme entre deux Σ-collections ((Lα, vα), (cm)) et ((L
′
α, s
′
α), (c
′
m)) est une famille d’iso-
morphismes Lα
∼
→ L′α envoyant sα sur s
′
α et cm sur c
′
m.
Cox de´montre alors le the´ore`me suivant ([Cox95a, Theorem 1.1]).
The´ore`me 5.2. Le foncteur qui a` un k-sche´ma S associe l’ensemble des classes d’isomorphisme de
Σ-collections sur S est repre´sente´ par la varie´te´ torique XΣ.
Tre`s grossie`rement, l’ide´e de la de´monstration est la suivante : a` la Σ-collection ((Lα, vα), (cm)) on
fait correspondre le morphisme qui a` s ∈ S associe le « point de coordonne´es homoge`nes (vα(s)) ». La
condition i et la suite exacte (5.1) montrent que le Σ(1)-uple (vα(s)) est bien de´fini modulo l’action
de TPic(XΣ). La condition ii assure que (vα(s)) est dans TΣ. On obtient ainsi un morphisme S → XΣ.
Re´ciproquement, a` un morphisme π : S → XΣ, on associe la Σ-collection (π
∗O(Dα), π
∗vα, π
∗cm)
ou` vα est la section canonique de O(Dα) et les trivialisations cm sont donne´es par la suite exacte
(5.1).
Notation 5.3. On note N
Σ(1)
(∗) le sous-mono¨ıde de N
Σ(1) constitue´ des e´le´ments d ve´rifiant
∀m ∈ X
∗
(U) ,
∑
α∈Σ(1)
〈m, ρα〉 dα = 0. (5.3)
En d’autres termes, si on identifie Pic(XΣ)
∨ a` un sous-groupe de ZΣ(1) via le dual de la suite exacte
(5.1), N
Σ(1)
(∗) est l’intersection de N
Σ(1) et de Pic(XΣ)
∨.
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Notation 5.4. Pour d ∈ ZΣ(1), on note HomU,dk (P
1,XΣ) le foncteur qui a` un k-sche´ma S associe
l’ensemble des e´le´ments ϕ de Homk(P
1
S ,XΣ) tels que, pour tout s ∈ S, ϕs ∈ U(κs(t)) (i.e. l’image
de ϕs rencontre U) et pour tout α ∈ Σ(1), deg (ϕ
∗
s(Dα)) = dα.
Si L est une extension de k, on a une suite exacte
U(L(t)) −→ Hom(X
∗
(U) ,Div(P1L))
deg
−→ Hom(X
∗
(U) ,Z)→ 0.
Si ϕ est un e´le´ment de U(L(t)), son image dans Hom(X
∗
(U) ,Div(P1L)) est
m 7−→
∑
α∈Σ(1)
〈m, ρα〉 ϕ
∗(Dα).
La suite exacte ci-desus montre alors que (deg(ϕ∗(Dα)) est un e´le´ment de N
Σ(1)
(∗) . Ainsi si d n’ap-
partient pas a` N
Σ(1)
(∗) , le foncteur Hom
U,d
k (P
1,XΣ) est vide .
Le but de ce qui suit utiliser le the´ore`me 5.2 est d’expliciter une varie´te´ repre´sentantHomU,dk (P
1,XΣ)
lorsque d appartient a` N
Σ(1)
(∗) .
Si S est un k-sche´ma, on note p1,S et p2,S les projections de P
1
S vers P
1
k et S respectivement.
On a alors un isomorphisme
p∗1,S + p
∗
2,S : Z⊕ Pic(S)
∼
→ Pic(P1S).
De´finition 5.5. Soit S un k-sche´ma et d ∈ N
Σ(1)
(∗) . Une (P
1,Σ,d)-collection non de´ge´ne´re´e sur S
est la donne´e d’une Σ-collection ((Mα, uα), (cm)) sur P
1
S telle que pour tout α, uα est non nulle et
telle que la projection Pic(P1S) → Z envoie la classe de Mα sur dα. Un isomorphisme entre deux
(P1,Σ,d)-collections non de´ge´ne´re´es sur S est un isomorphisme entre ces deux objets en tant que
Σ-collections sur P1S .
Le foncteur qui a` S associe l’ensemble des classes d’isomorphisme de (P1,Σ,d)-collections non
de´ge´ne´re´es sur S s’identifie a` un sous-foncteur de Homdk(P
1,XΣ). Un examen des arguments de la
de´monstration du the´ore`me 5.2 permet de montrer le lemme suivant (le point important est que
l’image re´ciproque de U dans TΣ est l’ouvert
∏
xα 6= 0).
Lemme 5.6. A` toute (P1,Σ,d)-collection non de´ge´ne´re´e sur un k-sche´ma S on peut associer de
manie`re fonctorielle en S un k-morphisme de P1S vers XΣ.
Ceci induit un isomorphisme entre le foncteur qui a` un k-sche´ma S associe l’ensemble des classes
d’isomorphisme (P1,Σ,d)-collections non de´ge´ne´re´es sur S et le foncteur HomU,dk (P
1,XΣ).
De´finition 5.7. Soit S un k-sche´ma et d un e´le´ment de N
Σ(1)
(∗) . Une (Σ,d)-collection du second
type sur S est la donne´e pour tout α ∈ Σ(1) d’un fibre´ en droites Lα sur S et d’un (dα + 1)-uple
(sα,i)i=0,...,dα de sections globales de Lα qui engendrent Lα.
Un isomorphisme entre deux (Σ,d)-collections du second type (Lα, (sα,i)) et
(
L′α, (s
′
α,i)
)
est une
famille d’isomorphismes Lα
∼
→ L′α envoyant sα,i sur s
′
α,i.
De´finition 5.8. Soit (Lα, (sα,i)) une (Σ,d)-collection du second type sur S . Soit s ∈ S. Pour
tout α ∈ Σ(1), fixons un isomorphisme H0(κs, s
∗Lα)
∼
→ κs. On identifie alors l’image de (sα,i) dans
H0(κs, s
∗Lα)
dα+1 a` un polynoˆme Pα,s homoge`ne en deux variables de degre´ dα.
La (Σ,d)-collection (Lα, (sα,i)) est dite non de´ge´ne´re´e si elle ve´rifie la condition suivante : pour
tout s ∈ S, les polynoˆmes (∏
α/∈σ
Pα,s
)
σ∈Σ
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n’ont pas de ze´ro commun non trivial dans une cloˆture alge´brique de κs.
Un isomorphisme entre deux (Σ,d)-collections du second type non de´ge´ne´re´es est un isomor-
phisme entre ces deux objets en tant que (Σ,d)-collections du second type.
De´finition 5.9. Soit M un sous-module de ZΣ(1) tel que le quotient de ZΣ(1) par M soit sans
torsion. Une (Σ,d)-collection du second type M -trivialise´e sur un k-sche´ma S est un couple
((Lα, (sα,i)), (cm)m∈M )
ou` (Lα, (sα,i)) est une (Σ,d)-collection du second type sur S et (cm)m∈M est une famille d’isomor-
phismes
cm : ⊗
α
L
mα
α
∼
−→ OS ,
telle que, pour tout m et m′ dans M , on a cm ⊗ cm′ = cm+m′ .
Un isomorphisme entre deux (Σ,d)-collections du second type M -trivialise´es ((Lα, (sα,i), (cm))
et
(
(L′α, (s
′
α,i)), (c
′
m)
)
est une famille d’isomorphismes Lα
∼
→ L′α envoyant sα,i sur s
′
α,i et cm sur c
′
m.
Soit d ∈ N
Σ(1)
(∗) . L’action diagonale du tore G
Σ(1)
m sur
∏
α
(
A dα+1k \ {0}
)
induit un G
Σ(1)
m -torseur∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
−→
∏
α∈Σ(1)
¶dαk .
On a de´fini au de´but de la section 3 un ouvert
(
P1
)BΣ
d
de
∏
¶dαk (cf. la sous-section 3.5 pour la
de´finition de l’ensemble BΣ associe´ a` l’e´ventail Σ). On note
˜
(P1)BΣd l’image re´ciproque de
(
P1
)BΣ
d
dans
∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
.
Lemme 5.10. Soit (Pα) une famille de polynoˆmes homoge`nes en deux variables a` coefficients dans
un corps L. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
i) pour tout nα ∈ BΣ, les polynoˆmes (Pα)α, nα=1 n’ont pas de ze´ro commun non trivial dans une
cloˆture alge´brique de L.
ii) les polynoˆmes
(∏
α/∈σ Pα
)
σ∈Σ
n’ont pas de ze´ro commun non trivial dans une cloˆture alge´brique
de L.
De´monstration. Supposons qu’il existe (nα) ∈ BΣ et un ze´ro commun aux polynoˆmes (Pα)α, nα=1.
Par de´finition de BΣ, pour tout coˆne σ un tel ze´ro est alors un ze´ro de
∏
α/∈σ Pα. Re´ciproquement,
si les polynoˆmes
(∏
α/∈σ Pα
)
σ∈Σ
ont un ze´ro commun z, on de´finit nα ∈ {0, 1}
Σ(1) par nα = 1 si
et seulement si z est un ze´ro de Pα. Alors (nα) ∈ BΣ et z est un ze´ro commun aux polynoˆmes
(Pα)α, nα=1.
Il est bien connu que le foncteur qui a` un k-sche´ma S associe l’ensemble des classes d’isomor-
phisme de (Σ,d)-collections du second type sur S est repre´sente´ par
∏
¶dαk . De la de´finition de(
P1
)BΣ
d
et du lemme pre´ce´dent on de´duit le corollaire suivant.
Corollaire 5.11. L’ouvert
(
P1
)BΣ
d
s’identifie au sous-foncteur ouvert de Hom(S,
∏
Pdα) qui a`
un k-sche´ma S associe l’ensemble des classes d’isomorphisme de (Σ,d)-collections du second type
sur S non de´ge´ne´re´es.
Lemme 5.12. Soit M un sous-module de ZΣ(1) tel que le quotient de ZΣ(1) par M , note´ P , soit
sans torsion. Soit TP le sous-tore de G
Σ(1)
m associe´ a` P , TM le tore quotient de G
Σ(1)
m associe´ a` M
et π : G
Σ(1)
m → TM le morphisme quotient.
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Le foncteur qui a un k-sche´ma S associe l’ensemble des classes d’isomorphisme (Σ,d)-collections
du second type sur S M -trivialise´es (respectivement M -trivialise´es non-de´ge´ne´re´es) est repre´sente´
par
∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
/TP (respectivement par
˜
(P1)BΣd /TP ).
Remarque 5.13. Le re´sultat est classique si M = ZΣ(1).
De´monstration. Si L est un fibre´ en droites sur une varie´te´ X, on note L˜ le Gm-torseur au dessus
de X obtenu en retirant la section nulle a` l’espace total du fibre´. On identifie Ad+1k \ {0} → ¶
d
k
au Gm-torseur O˜¶dk
(1). On note XP la varie´te´
∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
/TP et πM le TM -torseur
XP →
∏
α∈Σ(1)P
dα
k .
On de´finit sur XP une (Σ,d)-collection du second type M -triviale universelle. On pose Lα =
π∗MO¶dαk
(1). Pour i = 0, . . . , dα, on pose sα,i = π
∗
Mvα,i, ou` vα,i est la base canonique deH
0(Pdαk ,O¶dαk
(1)).
Il reste a` de´finir les trivialisations cm. Soit m : TM → Gm un e´le´ment de M . Le produit contracte´
Tm = XP ×
TM ,mGm est un Gm-torseur au-dessus de
∏
¶dαk , canoniquement isomorphe au produit
contracte´  ∏
α∈Σ(1)
A dα+1k \ {0}
 ×GΣ(1)m ,m◦π Gm.
Ainsi Tm s’identifie canoniquement auGm-torseur ˜⊗O¶dαk
(mα). Donc le tire´ en arrie`re de Tm surXP
s’identifie canoniquement a` ⊗˜Lmαα . Mais par ailleurs ce tire´ en arrie`re est canoniquement isomorphe
au Gm-torseur trivial, d’ou` la trivialisation cm. Par construction on a cm ⊗ cm′ = cm+m′ .
Soit S un k-sche´ma. A` tout morphisme S → XP on associe la (Σ,d)-collection du second typeM -
trivialise´e obtenue en tirant en arrie`re la (Σ,d)-collection du second typeM -trivialise´e universelle. Le
fait que ceci de´finisse une bijection entre l’ensemble des points de XP a` valeurs dans S et l’ensemble
des classes d’isomorphisme (Σ,d)-collections du second type M -trivialise´es sur S se de´montre alors
de la meˆme fac¸on que Cox de´montre le the´ore`me principal de [Cox95a]. Alternativement, on peut
exploiter la structure de varie´te´ torique sur XP pour appliquer directement le re´sultat de Cox.
Comme la bijection de´crite ci-dessus induit une bijection entre les points de
˜
(P1)BΣd /TP a` valeurs
dans S et l’ensemble des classes d’isomorphisme de (Σ,d)-collections du second type M -trivialise´es
non de´ge´ne´re´es sur S, on obtient le re´sultat pour
˜
(P1)BΣd /TP .
Proposition 5.14. Soit d ∈ N
Σ(1)
(∗) . La varie´te´
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ) repre´sente le foncteur qui a` un k-
sche´ma S associe l’ensemble des classes d’isomorphisme de (Σ,d)-collections du second type X
∗
(U)-
trivialise´es non de´ge´ne´re´es. Cette varie´te´ repre´sente e´galement le foncteur HomU,dk (P
1,XΣ).
De´monstration. Compte tenu de la suite exacte (5.1), la premie`re assertion de la proposition de´coule
du lemme 5.12 applique´ a` M = X
∗
(U).
Pour montrer la deuxie`me assertion, il suffit de construire une bijection fonctorielle en S entre
les classes d’isomorphisme de (Σ,d)-collections du second type X
∗
(U)-trivialise´es non-de´ge´ne´re´es
sur S et les classes d’isomorphismes de (P1,Σ,d)-collections non de´ge´ne´re´es sur S.
Soit ((Lα, (sα,i)), (cm)) une (Σ,d)-collection du second type sur S suppose´e X
∗
(U)-trivialise´e et
non-de´ge´ne´re´e. On lui associe la (P1,Σ,d)-collections non de´ge´ne´re´e ((Mα, uα), (c
′
m)) suivante : on
pose Mα = p
∗
1,SOP1k
d⊗ p∗2,SLα. On peut identifier H
0(P1S ,Mα) a`
H0(P1,OP1(dα))⊗H
0(S,Lα)
∼
→ H0(S,Lα)
dα+1.
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On pose alors uα
de´f
= (sα,0, . . . , sα,dα). Soit m ∈ X
∗
(U). Comme d ∈ N
Σ(1)
(∗) , on a un isomorphisme
c′′m : ⊗OP1k
(dα)
〈m,ρα〉 ∼→ OP1k
.
On pose c′m = p
∗
1,Sc
′′
m ⊗ p
∗
2,Scm.
Re´ciproquement, soit ((Mα, uα), c
′
m) une classe d’isomorphisme de (P
1,Σ,d)-collections non
de´ge´ne´re´es sur S. On peut supposer qu’on a
Mα = p
∗
1,SOP1k
(dα)⊗ p
∗
2,SLα.
On associe a` la classe d’isomorphisme ci-dessus la (Σ,d) collection X
∗
(U)-trivialise´e
(
(Lα, uα), (p
∗
2,Sc
′
m)
)
.
On ve´rifie aise´ment que ceci fournit la bijection cherche´e.
Notation 5.15. Si d ∈ N, on note nΣ(d) le cardinal de l’ensembled ∈NΣ(1)(∗) , ∑
α∈Σ(1)
dα = d
 .
Pour tout d > 0, on note Wd le k-sche´ma∐
d∈N
Σ(1)
(∗)
,P
α∈Σ(1)
dα=d
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ).
Wd est donc une union disjointe de nΣ(d) varie´te´s de´finies sur k, chacune de ces varie´te´s e´tant
ge´ome´triquement irre´ductible de dimension d− rg(Pic(XΣ).
Rappelons que HomU,L0,dk (P
1,XΣ) de´signe le foncteur qui a` un k-sche´ma S associe{
ϕ ∈ Homk(P
1
S ,XΣ), ∀s ∈ S, deg (ϕ
∗
s(L0)) = d ∧ ϕs ∈ U(κs(t))
}
,
et que, d’apre`s le lemme 4.1, ce foncteur est repre´sentable par un sche´ma quasi-projectif note´ U0,d.
Lemme 5.16. Pour tout d > 0, Wd est isomorphe a` UL0,d.
On a l’e´galite´
[U0,d] = (L− 1)
dim(XΣ)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
,P
α∈Σ(1)
dα=d
[(
P1
)BΣ
d
]
.
De´monstration. La premie`re assertion de´coule de la proposition 5.14 et du fait que
∑
α Dα est un
diviseur anticanonique sur XΣ.
L’application
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ) →
˜
(P1)BΣd /G
Σ(1)
m =
(
P1
)BΣ
d
est un torseur sous G
Σ(1)
m /TPic(XΣ) = U , localement trivial pour la topologie de Zariski car U est
de´ploye´. Ainsi on a [
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ)
]
=
[(
P1
)BΣ
d
]
[U ].
On en de´duit le re´sultat.
Corollaire 5.17. Soit V une varie´te´ torique projective lisse et de´ploye´e de´finie sur un corps k,
d’orbite ouverte U . Pour tout entier d > 1, soit U0,d la varie´te´ quasi-projective parame´trant les
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k-morphisme P1k → V dont l’image rencontre U et de degre´ anticanonique d. Soit ρ(U0,d) le nombre
de composantes ge´ome´triquement irre´ductibles de dimension maximale de U0,d. On a alors
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
= 1
et
lim
d→∞
log(ρ(U0,d))
log(d)
= rg(Pic(V )).
En d’autres termes, dans le cas d’une courbe rationnelle, la re´ponse a` la question 4.8 est positive
pour les varie´te´s toriques projectives, lisses et de´ploye´es en prenant pour ouvert l’orbite ouverte.
De´monstration. Ceci de´coule du lemme 5.16 et de la the´orie du polynoˆme d’Ehrahrt qui permet de
montrer qu’on a
lim
d→∞
log(nΣ(d))
log(d)
= |Σ(1)| − r = rg(Pic(XΣ)).
On de´duit e´galement imme´diatement du lemme 5.16 qu’on a l’expression
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
dim(XΣ)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
[(
P1
)BΣ
d
]
T
P
α
dα
. (5.4)
La description de XΣ comme quotient ge´ome´trique permet par ailleurs de montrer la formule sui-
vante, qui est une version motivique d’une formule donnant le nombre de points d’une varie´te´ torique
sur un corps fini. On renvoie a` la sous-section 3.5 pour la de´finition de BΣ et au de´but de la section
3 pour la de´finition de µ0BΣ .
Proposition 5.18. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro, Σ un e´ventail projectif et lisse et XΣ
la k-varie´te´ torique associe´e. On a l’e´galite´∑
(nα)∈{0,1}Σ(1)
µ0BΣ((nα))L
−n
P
nα =
(
1− L−n
)rg(Pic(XΣ)) Φχn(XΣ)
L−n dim(XΣ)
.
De´monstration. On sait que TΣ est un torseur sous le tore de´ploye´ TPic(XΣ)
∼
→ G
rg(Pic(XΣ))
m au-dessus
de XΣ. D’apre`s la proposition 2.12, on en de´duit la relation
Φχn(TΣ) = Φ
χ
n(XΣ)Φ
χ
n(Gm)
rg(Pic(XΣ)).
D’apre`s le corollaire 2.21, on a Φχn(Gm) = L
n− 1. Calculons Φχn(TΣ). Pour (nα) ∈ {0, 1}
Σ(1) notons
A(nα)
de´f
= ∩
nα=1
{Xα = 0}. On a ainsi
Φχn
(
A(nα)
)
= Φχn
(
A
P
nα
)
= Ln
P
nα ,
la dernie`re e´galite´ provenant du corollaire 2.21. On a alors
TΣ = A
Σ(1) \
⋃
(nα)∈BΣ
A(nα) = A
Σ(1) \
⋃
(nα)∈BminΣ
A(nα).
D’apre`s la proposition 2.11, on a
Φχn
 ⋃
(nα)∈BΣ
A(nα)
 = ∑
∅ 6=J ⊂BminΣ
(−1) 1+|J |Φχn
(⋂
α∈J
A(nα)
)
.
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Compte tenu du fait que pour (nα) ∈ BΣ on a
A(nα) =
⋂
(n′α)∈B
min
Σ , (n
′
α)6(nα)
A(n′α),
et rappelant que
ℓBΣ((nα)) =
∣∣{(n′α) ∈ BminΣ , (n′α) 6 (nα)}∣∣ ,
ceci se re´e´crit
Φχn
 ⋃
(nα)∈BΣ
A(nα)
 = ∑
(nα)∈BΣ
(−1) 1+ℓBΣ ((nα))Φχn
(
A(nα)
)
= −
∑
(nα)∈{0,1}Σ(1)
µ0BΣ((nα))L
n
P
nα .
On a donc bien la formule annonce´e.
5.3 Le cas des surfaces de Hirzebruch
Nous traitons ce cas particulier se´pare´ment, car d’une part on peut travailler ici dans l’anneau
Mk, d’autre part on obtient le fait remarquable que la se´rie Z
mot
h (T ) est une fonction rationnelle
en T . Plus pre´cise´ment, nous de´montrons le point i du the´ore`me 1.1, dont nous rappelons l’e´nonce´.
The´ore`me 5.19. Soit k un corps. Soit m > 0 un entier. Soit Σ l’e´ventail de Z2⊗R dont les rayons
sont engendre´s par ρ1 = (1, 0), ρ2 = (−1,m), ρ3 = (0, 1), ρ4 = −ρ3. La k-varie´te´ torique de´ploye´e
XΣ associe´e est la m-e`me surface de Hirzebruch Hm. On note U son orbite ouverte.
Alors l’e´le´ment de Mk[[T ]]
(1 + LT ) (1 + LT + L2 T 2 + · · · + Lm+1 T m+1) (1 − LT )2 ZmotP1,U,h0(T ) (5.5)
est un polynoˆme dont la valeur en L−1 est L 2 (1− L−2)2.
Remarque 5.20. On a rg(Pic(Hm)) = 2 et α
∗(Hm) =
1
m+1 . Par ailleurs on a
L 2 (1− L−2)2 = L 2
(
1
1− L−1
)2 [
(1− L−2)(1− L−1)
]2
= L 2
(
1
1− L−1
)2 ( 1
Zmot
P1
(L−2)
)2
= L dim(XΣ)
([
(1− LT )ZmotP1 (T )
]
(L−1)
) rg(Pic(XΣ)) × ∑
d
µBΣ,mot
P1
(d)L
−
P
α
dα
,
la dernie`re e´galite´ provenant de l’expression de µBΣ,mot
P1
obtenue au paragraphe 3.5. Nous obtenons
donc bien une version motivique du re´sultat principal de [Bou02] dans le cas ou` la courbe est
suppose´e rationnelle. Ce dernier re´sultat se de´duit d’ailleurs du the´ore`me 5.19 en spe´cialisant via le
morphisme #k, graˆce a` la rationnalite´ de la fonction zeˆta des hauteurs motivique.
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De´monstration. On a d’apre`s le lemme 5.16, la formule (3.13) et la description de Σ
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
2
∑
(di)∈N4
d1=d2
d3+md2=d4
[
U(di)
]
T d1+d2+d3+d4
= (L− 1)2
∑
(di)∈N
4, (ei)∈N
4
d1+e1=d2+e2
d3+md2+e3+me2=d4+e4
µBΣ,mot
P1
(e1, e2, e3, e4)
[
P d1
] [
P d2
] [
P d3
] [
P d4
]
.
×T d1+d2+d3+d4+e1+e2+e3+e4
En utilisant l’expression de µBΣ,motX obtenue a` la section 3.5, la relation (3.15) et la relation
(L− 1)
[
Pd
]
= L d+1 − 1,
on obtient la relation (cf. [Bou03b, section 4.3.2] pour les de´tails du calcul)
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
(
L
(1− T 2) (1 + Lm+1 T m+2)
(1− L2 T 2) (1− L 2+m T 2+m)
−
1 + LT 2+m
1− L 2+m T 2+m
)
d’ou` le re´sultat annonce´.
5.4 Le cas ge´ne´ral
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et Σ un e´ventail projectif et lisse. On conserve les notations
des sous-sections 5.1 et 5.2. Le but de cette partie est de de´montrer le point ii du the´ore`me 1.1.
Pour cela, on va reprendre au niveau de l’anneau de motifs virtuels Mχk la strate´gie employe´e dans
[Bou03a]. Soulignons que tous les calculs qui suivent sont valables sur l’anneau Mk pour un corps
k quelconque (en fait si k est fini leur spe´cialisation via #k « redonne » les calculs effectue´s dans
[Bou03a]), mais pas a priori les re´sultats de convergence pour lesquels on aurait besoin d’une re´ponse
positive a` la question 3.6.
Notation 5.21. Pour alle´ger l’e´criture, pour toute k-varie´te´ V , le motif virtuel associe´e a` V sera note´
[V ] en lieu et place de χ([V ]). Par ailleurs, on notera µχΣ la fonction µ
BΣ,χ
P1
.
D’apre`s les formules (5.4) et (3.8), on a
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
dim(XΣ)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
[(
P1
)BΣ
d
]
T
P
α
dα
= (L− 1)dim(XΣ)
∑
d,e∈NΣ(1)
(d+e)∈N
Σ(1)
(∗)
µχΣ(e)
∏
α∈Σ(1)
[
Pdα
]
T
P
α
(dα+eα)
= (L− 1)dim(XΣ)
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
d>e
∏
α∈Σ(1)
[
Pdα−eα
]
T
P
α
dα
.
Rappelons que l’injection naturelleNΣ(1) −→ (⊕ZDα)
∨ et le dual de la suite exacte (5.1) permettent
d’identifierN
Σ(1)
(∗)
au sous-ensemble de Pic(XΣ)
∨ constitue´ des e´le´ments y ve´rifiant 〈y , Dα〉 > 0 pour
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tout α ∈ Σ(1). Ainsi, pour e ∈NΣ(1), on a∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
d>e
∏
α∈Σ(1)
[
Pdα−eα
]
T
P
α
dα
=
∑
y∈Pic(XΣ)
∨
〈y ,Dα〉>deg(Eα)
∏
α∈Σ(1)
(
L1+〈y ,Dα〉−eα − 1
L− 1
)
T
fi
y ,
P
α
Dα
fl
.
On a donc
Zχ
P1,U,h0
(T )
(L− 1)rg(X
∗(U))−|Σ(1)|
=
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)
( ∑
y∈Pic(XΣ)
∨
〈y ,Dα〉>eα
∏
α∈Σ(1)
(
L1+〈y ,Dα〉−eα − 1
)
T
fi
y ,
P
α
Dα
fl)
=
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)
( ∑
y∈Ceff(XΣ)
∨∩Pic(XΣ)
∨
〈y ,Dα〉>eα
∏
α∈Σ(1)
(
L1+〈y ,Dα〉−eα − 1
)
T 〈y ,L0〉
)
.
On de´compose a` pre´sent Zχ
P1,U,h0
(T ) en une somme de plusieurs termes, dont on estimera ensuite
le comportement se´pare´ment. On e´crit
Zχ
P1,U,h0
(T ) = (L− 1)− rg(Pic(XΣ))
∑
A⊂Σ(1)
(−1) |A|ZA(T )
avec, pour A ⊂ Σ(1),
ZA(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)ZA,e(T ),
ZA,e(T ) de´signant la se´rie∑
y∈Ceff(XΣ)
∨∩Pic(XΣ)
∨
∀α∈Σ(1), 〈y ,Dα〉>eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
∑
y∈Ceff(XΣ)
∨∩Pic(XΣ)
∨
∀α∈Σ(1), 〈y ,Dα〉>eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
Notation 5.22. On e´crit Ceff(XΣ)
∨ comme le support d’un e´ventail re´gulier ∆. Pour i ∈ ∆(1) on
note mi le ge´ne´rateur du rayon i. Pour toute partie I de ∆(1) on note C(I)
de´f
=
∑
i∈I N>0mi (avec la
convention C(∅) = {0}), de sorte que C(δ(1)) est l’ensemble des points du re´seau Pic(XΣ)
∨ contenu
dans l’inte´rieur relatif du coˆne δ.
Remarque 5.23. On a alors
ZCeff(V ),L0(T ) =
∑
δ∈∆
∏
i∈δ(1)
(
1
1− T 〈mi ,L0〉
− 1
)
d’ou`
α∗(XΣ) =
∑
δ∈∆
dim(δ)=rg(Pic(V ))
∏
i∈δ(1)
1
〈mi , L0〉
.
Soit A ⊂ Σ(1). On e´crit
ZA(T ) =
∑
δ∈∆
ZA,δ(T )
avec
ZA,δ(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)ZA,δ,e(T ),
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ZA,δ,e(T ) de´signant la se´rie ∑
y∈C(δ(1))
∀α∈Σ(1), 〈y ,Dα〉>eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
De la meˆme fac¸on que le the´ore`me 1 (p.178) de [Bou03a] se de´duisait des propositions 1-(3) (p.181),
3 (p.190) et 4 (p.195) de (op.cit.), le point ii du the´ore`me 1.1 se de´duit alors de la proposition 5.18 et
des propositions 5.25 et 5.27 e´nonce´es et de´montre´es ci-dessous. Les de´monstrations, tre`s similaires
a` celles des propositions analogues de [Bou03a], sont en outre simplifie´es par le fait qu’on e´tudie des
convergences pour une norme non-archime´dienne.
5.4.1 Le cas A = ∅.
Notation 5.24. Soient e ∈ NΣ(1), δ un coˆne de ∆ et J une partie de Σ(1). On pose
C(δ(1))J, e
de´f
= {y ∈ C(δ(1)), ∀α ∈ J, 〈y , Dα〉 6 eα} .
Soit δ un coˆne de ∆. Nous e´crivons
Z∅,δ(T ) =
∑
J⊂Σ(1)
(−1)|J |Z∅,δ,J(T )
avec
Z∅,δ,J(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)Z∅,δ,J,e(T ), (5.6)
Z∅,δ,J,e(T ) de´signant la se´rie∑
y∈C(δ(1))
∀α∈J, 〈y ,Dα〉 <eα
L
P
α∈Σ(1)
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
∑
C(δ(1))J, e
L
P
α∈Σ(1)
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
Proposition 5.25. Soit δ un coˆne de ∆. La se´rie
(1− LT )dim(δ) Z∅,δ,J(T )
converge dans M̂χk,Q en T = L
−1. Si J 6= ∅ et dim(δ) = rg(Pic(XΣ)), sa valeur en L
−1 est nulle.
La se´rie
(1− LT ) rg(Pic(XΣ))
∑
δ∈∆
dim(δ)=rg(Pic(XΣ))
Z∅,δ,∅(T )
converge dans M̂χk,Q en T = L
−1 vers
α∗(XΣ) L
|Σ(1)|
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)L
−
P
eα .
Cette proposition de´coule de (5.6), du corollaire 3.4 et du lemme 5.26 ci-dessous.
Lemme 5.26. Soient e un e´le´ment de NΣ(1), δ un coˆne de ∆ et J une partie de Σ(1). Il existe alors
un sous-ensemble I ′ de δ(1) et un polynoˆme PI′ a` coefficients dans Z[L] tels que :
i) pour tout entier κ > 1 on a
PI′
(
L−κ
)
∈ F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα
Mχk,loc ;
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ii) on a la relation∑
y∈C(δ(1))J, e
L
P
α∈Σ(1)
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
(∏
i∈I′
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
])
× PI′(T ).
(5.7)
Supposons en outre δ de dimension maximale. Alors si J est non vide, I ′ est un sous-ensemble strict
de δ(1). Si J est vide, on a I ′ = δ(1) et Pδ(1) est constant e´gal a` L
|Σ(1)|−
P
α∈Σ(1) eα .
De´monstration. On a C(δ(1))∅, e = C(δ(1)). Donc si J est vide le membre de gauche (5.7) s’e´value
imme´diatement et vaut
L
|Σ(1)|−
P
α∈Σ(1)
eα
 ∏
i∈δ(1)
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
] .
Si J n’est pas vide, posons
IJ,1 = { i ∈ δ(1), ∀α ∈ J, 〈mi , Dα〉 = 0}
et IJ,2 = δ(1) \ IJ,1. En particulier on a C(IJ,1)J,e = C(IJ,1). Si on note
P (T ) =
∑
y2∈C(IJ,2)J, e
L
P
α
1+〈y2 ,Dα〉−eα
T 〈y2 ,L0〉,
le membre de gauche de (5.7) est e´gal au produit
P (T ) ×
∑
y1∈C(IJ,1)
L
*
y1 ,
P
α/∈J
Dα
+
T 〈y1 ,L0〉. (5.8)
Si y1 ∈ C(IJ,1), on a
〈
y1 ,
∑
α/∈J
Dα
〉
= 〈y1 , L0〉 . Donc le deuxie`me facteur de (5.8) est e´gal a`
∏
i∈IJ,1
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
]
.
Passons au facteur P (T ). De la meˆme manie`re que dans la preuve du lemme 3 de [Bou03a], on voit
facilement que C(IJ,2)J,e est fini. Ainsi P est un polynoˆme a` coefficients dans Z[L], et pour tout
entier κ on a
P
(
L−κ
)
= L
|Σ(1)|−
P
α
eα ∑
y2∈C(IJ,2)J, e
L (1−κ) 〈y2 ,L0〉.
Pour tout y2 ∈ C(IJ,2)J,e on a 〈y2 , L0〉 > 0. Donc si κ > 1 on a
P
(
L−κ
)
∈ F−|Σ(1)|+
P
eα Mχk,loc.
Enfin, si δ est un coˆne de dimension maximale, les (mi)i∈δ(1) forment une Z-base de Pic(XΣ)
∨.
Ainsi, si J n’est pas vide on ne peut avoir IJ,2 = ∅. Ceci joint au calcul pour J = ∅ montre les
deux dernie`res assertions du lemme.
Le cas A 6= ∅. Soit δ un coˆne de ∆ et A une partie non vide de Σ(1). On e´crit
ZA,δ(T ) =
∑
J ⊂Σ(1)\A
(−1)|J |ZA,δ,J(T )
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avec
ZA,δ,J(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)ZA,δ,J,e(T ), (5.9)
l’expression ZA,δ,J,e(T ) de´signant la se´rie∑
y∈C(δ(1))
∀α∈A, 〈y ,Dα〉>eα
∀α∈J, 〈y ,Dα〉<eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
Proposition 5.27. Soit δ un coˆne de ∆, A une partie non vide de Σ(1) et J une partie de Σ(1)\A.
La se´rie
(1− LT )dim(δ) ZA,δ,J(T )
converge dans M̂χk en T = L
−1. En outre, si dim(δ) = rg(Pic(XΣ)), sa valeur en L
−1 est nulle.
Cette proposition de´coule de (5.9), du corollaire 3.4 et du lemme 5.28 ci-dessous.
Lemme 5.28. Soit δ un coˆne de ∆, A une partie non vide de Σ(1) et J une partie de Σ(1) \A. Soit
e ∈ NΣ(1). Il existe alors un sous-ensemble I ′ de δ(1), et un e´le´ment RI′ de Z[L][[T ]] tels que :
i) pour tout entier κ > 1, RI′ (L
−κ) converge dans M̂χk vers un e´le´ment de F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα
M̂χk ;
ii) on a la relation∑
y∈C(δ(1))
∀α∈A, 〈y ,Dα〉>eα
∀α∈J, 〈y ,Dα〉<eα
L
P
α/∈A
1+ 〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
(∏
i∈I′
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
])
×RI′(T ).
(5.10)
En outre, si δ est un coˆne de dimension maximale, I ′ est un sous-ensemble strict de δ(1).
De´monstration. On pose
C(δ(1))AJ, e = {y ∈ C(δ(1))J, e, ∀α ∈ A, 〈y , Dα〉 > eα} .
Le membre de gauche de (5.10) s’e´crit donc∑
y∈C(δ(1))AJ, e
L
P
α/∈A
(1+〈y ,Dα〉−eα )
T 〈y ,L0〉. (5.11)
On pose
IA,J,1 = { i ∈ δ(1), ∀α ∈ A ∪ J, 〈mi , Dα〉 = 0}
et IA,J,2 = δ(1) \ IA,J,1. Ainsi tout e´le´ment de C(δ(1))
A
J, e s’e´crit de manie`re unique y1 + y2 avec
y1 ∈ C(IA,J,1) et
y2 ∈
∐
(hα)∈NA
hα>eα
{y ∈ C(IA,J,2)J,e, ∀α ∈ A, 〈y , Dα〉 = hα} .
Pour (hα) ∈ N
A, on voit facilement qu’il n’y a qu’un nombre fini d’e´le´ments y2 de C(IA,J,2)J,e
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ve´rifiant 〈y2 , Dα〉 = hα pour tout α ∈ A. Pour un tel y2, on a pour tout entier κ
L
P
α/∈A
(1+〈y2 ,Dα〉−eα )
L−κ 〈y2 ,L0〉 = L
|Σ(1)|−|A|−
P
α/∈A
ea−
P
α∈A
hα
L (1−κ) 〈y2 ,L0〉
= L
|Σ(1)|−|A|−
P
α∈Σ(1)
eα−
P
α∈A
(hα−eα)
L (1−κ) 〈y2 ,L0〉.
Notons par ailleurs que 〈y2 , L0〉 est positif. Si on pose
R(hα)(T ) =
∑
y2∈C(IA,J,2)J, e
∀α∈A, 〈y2 ,Dα〉=hα
L
P
α/∈A
(1+〈y2 ,Dα〉−eα )
T 〈y2 ,L0〉,
ce qui pre´ce`de montre qu’on a pour tout entier κ > 1
R(hα)(L
−κ) ∈ F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα+
P
α∈A
(hα−eα)
Mχk,loc. (5.12)
Par ailleurs la se´rie (5.11) s’e´crit comme le produit
( ∑
(hα)∈NA
hα>eα
R(hα)(T )
)
×
( ∑
y1∈C(IA,J,1)
L
*
y1 ,
P
α/∈A∪J
Dα
+
T 〈y1 ,L0〉
)
dont on note R(T ) le premier facteur. Le deuxie`me facteur est e´gal a`∏
i∈IA,J,1
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
]
.
Pour tout entier κ > 1, (5.12) montre que R(L−κ) converge dans M̂χk vers un e´le´ment de
F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα
M̂χk .
Notons enfin que comme A est non vide, si I ′ = Iδ pour un coˆne δ maximal alors IA,J,2 ne peut eˆtre
vide. Ceci montre la dernie`re assertion du lemme.
Comme de´ja` annonce´, on de´duit le point i du the´ore`me 1.1 des propositions 5.18, 5.25 et 5.27.
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